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摘　 要:基于特征系统实现算法(ｅｉｇｅｎｓｙｓｔｅｍ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬＥＲＡ)求解简便、运算量小的优点ꎬ提出了一种改进的

次同步振荡参数辨识方法ꎮ 改进的算法先通过拼接同步相量的实部矩阵和虚部矩阵构造实数域汉克尔矩阵ꎬ并对其

进行矩阵分解得到系统矩阵ꎬ再求系统矩阵的特征值从而实现次同步振荡角频率的提取ꎬ仅利用 ２００ ｍｓ 的同步相量

序列即可实现次同步振荡参数的高效辨识ꎮ 改进的 ＥＲＡ 有效解决了现有 ＥＲＡ 在辨识过程中未考虑基波分量和振荡

分量的角频率两两共轭约束的局限ꎮ 再分别利用合成和实际测量的同步相量测量终端数据对改进的 ＥＲＡ 进行验证

研究ꎬ结果表明所提算法可以准确提取基波和次同步 / 超同步振荡参数ꎬ并有效实现次同步振荡的动态实时监测ꎮ
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０　 引　 言

随着新能源发电的大规模并网集成ꎬ以及各种

大容量电力电子装置的广泛应用ꎬ电网中的次同步

基金项目:国家电网有限公司科技项目(５２１９９７２３０００１)

振荡(ｓｕｂｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎꎬＳＳＯ)问题正逐渐成

为潜在的重大风险ꎮ ＳＳＯ 不仅会降低系统的传输能

力ꎬ还可能危及系统的安全运行ꎬ甚至导致系统振荡

失稳ꎮ 因此ꎬ对电力系统中 ＳＳＯ 的动态过程进行持

续、密切的监测ꎬ并在发现潜在风险时采取有效措

施ꎬ显得尤为关键[１－２]ꎮ
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ＳＳＯ 动态过程的检测方法已有很多ꎮ 文献[３]
利用数字故障记录器对 ＳＳＯ 进行在线监测ꎬ并证明

了电气和机械信号都可以用于 ＳＳＯ 监测ꎮ 文献[４]
介绍了一种基于模型的参数辨识方法———普罗尼

(Ｐｒｏｎｙ)分析法ꎬ该方法在信噪比高时精度较高ꎬ但
计算量大、计算时间长ꎮ 以上方法都需要用到故障

记录器提供的瞬时数据ꎬ但由于故障记录器安装在

不同的总线上ꎬ及时收集这些数据具有挑战性ꎮ
目前ꎬ广域测量系统(ｗｉｄｅ￣ａｒｅａ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍꎬ

ＷＡＭＳ)及同步相量测量终端( ｐｈａｓｏｒ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
ｕｎｉｔꎬＰＭＵ)已经在电力系统中大范围应用ꎮ 基于同

步相量数据进行 ＳＳＯ 分析的最大优势在于不同厂

站测量的数据因具有统一时标而有可比性ꎮ 现有的

基于同步相量进行 ＳＳＯ 参数识别的方法ꎬ可以按是

否基于离散傅里叶变换( ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬ
ＤＦＴ)来分类ꎮ

在基于ＤＦＴ 的算法中ꎬ文献[５]利用 ＷＡＭＳ/ ＰＭＵꎬ
分析了同步相量的快速傅里叶变换算法和采样率对

其幅值谱的影响ꎬ并给出了同步相量幅值谱的修正

比例ꎬ实现了 ＳＳＯ 参数的辨识ꎮ 但是该方法需要较

大的数据窗口(１０ ｓ)来准确地提取 ＳＳＯ 分量的参

数ꎬ在识别快速变化的 ＳＳＯ 时其实时性和可靠性

较低ꎮ 因此ꎬ文献[ ６]提出了一种结合汉宁窗口

(Ｈａｎｎｉｎｇ ｗｉｎｄｏｗ)的插值 ＤＦＴ 方法ꎬ不仅将数据窗

缩短到 ２ ｓꎬ而且可以有效地消除频谱混叠的影响ꎮ
文献[７]在文献[５]的基础上提出了基于加阻尼

莱夫－文森特(Ｒｉｆｅ￣Ｖｉｎｃｅｎｔ) Ｍ 阶窗函数的插值方

法对同步相量进行频谱分析ꎬ进一步提高了 ＳＳＯ 辨

识精度ꎬ并将数据窗口缩短至 ２ ｓꎮ
在非 ＤＦＴ 算法中主要有两种模态参数提取算

法ꎬ即矩阵束方法[８] 和特征系统实现算法[９]ꎮ 非

ＤＦＴ 算法受频谱分辨率的限制小ꎬ因此在缩短时间

窗口至 ２ ｓ 时ꎬ这种方法仍能保持较高的参数辨识

精度ꎮ 虽然上述基于同步相量的 ＳＳＯ 参数识别方

法在一定程度上保证了识别 ＳＳＯ 参数的准确性ꎬ但
是 ２ ｓ 仍是一个较长的时间窗口ꎮ 此外ꎬ上述方法

没有考虑基波分量以及振荡分量的正、负分量的角

频率共轭约束ꎬ这会导致 ＳＳＯ 参数辨识的准确性

降低ꎮ
在 ＳＳＯ 参数辨识领域中ꎬ特征系统实现算法

(ｅｉｇｅｎｓｙｓｔｅｍ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬＥＲＡ)是一种经典

的模态参数提取算法ꎬ它将模态参数提取转化为矩

阵分解ꎬ求解简单ꎮ 但它也有明显的缺点ꎬ其一是需

要 １ ｓ 的数据窗口以确保参数辨识结果的精确度ꎻ
其二是未考虑角频率共轭约束ꎮ 在研究过程中通常

基于模型固定不变进行分析ꎬ但在实际应用中这些

模型往往会受多种因素影响而发生变化ꎮ 较长的数

据窗口会更加局限于模型固定的假设ꎮ 因此ꎬ基于

实际应用ꎬ缩短数据窗是必要的ꎻ但缩短数据窗后改

进 ＥＲＡ 的辨识精度会大大降低ꎬ需对算法进行改

进ꎬ使其在较短的数据窗也能保持较高的精确度ꎮ
下面从汉克尔矩阵的构造方面对现有 ＥＲＡ 进

行改进ꎬ以解决现有 ＥＲＡ 得到的角频率不能总是满

足两两共轭的问题ꎮ 同时ꎬ改进后的 ＥＲＡ 将数据窗

口缩短至 ２００ ｍｓꎬ可以较好地弱化假定模型不变带

来的局限ꎮ 使用合成和实际测量的 ＰＭＵ 数据对所

改进的 ＥＲＡ 方法进行仿真验证ꎬ结果表明所提方法

不仅可以将数据窗口缩短至 ２００ ｍｓꎬ还保证了 ＳＳＯ
参数辨识的精确度ꎮ

１　 同步相量模型和模态参数提取

１.１　 同步相量的模态模型

首先ꎬ建立电力系统的电流或电压的瞬时信号

模型ꎬ并假设该模型在所选取的数据窗口内保持固

定不变ꎬ记作 ｘ( ｔ)ꎮ
ｘ( ｔ) ＝ ｘ０ｃｏｓ(２πｆ０ ｔ ＋ ϕ０) ＋ ｘｓｕｂｃｏｓ(２πｆｓｕｂ ｔ ＋ ϕｓｕｂ) ＋

ｘｓｕｐｃｏｓ(２πｆｓｕｐ ｔ ＋ ϕｓｕｂ) (１)
式中:ｆ、ｘ、ϕ 分别为频率、幅值、初相位ꎻ下标 “０、
ｓｕｂ、ｓｕｐ”分别表示基波、次同步、超同步分量ꎮ

根据 ＩＥＥＥ ｓｔｄ Ｃ３７.１１８ 标准规定ꎬ对式(１)进行

ＤＦＴꎬ得到与瞬时信号 ｘ( ｔ) 相对应的同步相量序列

Ｘ　 􀅰(ｋ) [１０]ꎬ如式(２)所示ꎮ

Ｘ􀅰(ｋ) ＝ (ｅｊｋπ) ２
Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｘ( ｔ)ｅ － ｊ２πＮ ｎ ＝ Ｘ􀅰０(ｋ) ＋ Ｘ􀅰ｓｕｂ(ｋ) ＋

Ｘ􀅰ｓｕｐ(ｋ) (２)
式中ꎬＮ 为根据瞬时值计算同步相量时的数据采样

点总数ꎮ 通常选择在一个基波周期 １ / ｆＮ( ｆＮ 为电力

系统的额定频率)内的瞬时值采样点数ꎬ因此瞬时

值的采样率是 ＮｆＮꎮ
对式(２)应用欧拉公式ꎬ将不同分量对应的同

步相量分成正频率分量和负频率分量ꎮ 以超同步分

量为例ꎬ其分解过程为
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Ｘ􀅰ｓｕｐ(ｋ) ＝ (ｅｊｋπ ) ２
Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｘｓｕｐｃｏｓ(２πｆｓｕｐ ｔ ＋ ϕｓｕｐ)ｅ

－ ｊ２πＮ ｎ ＝

Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐｅｊ
２π( ｆｓｕｐ－ｆＮ)ｋ

ｆｓ ＋

　 Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐｅ － ｊ

２π( ｆＮ－ｆｓｕｐ)ｋ

ｆｓ (３)
式中:上标“∗”表示共轭ꎻｆｓ 为同步相量数据的上传

频率ꎬ且 ｆｓ ＝ ２ｆＮꎮ
引入了函数 Ｑ( ｆꎬｌ)表示同步相量的计算过程ꎬ

ｆ 为各分量的频率ꎬｌ 为＋１ 或－１ 分别表示正频率或

负频率ꎬ其函数表达式为

Ｑ( ｆꎬｌ) ＝ １
Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｅ( ｊ

２πｆ
ｆＮＮ

＋ ｊ
２π
Ｎ ｌ) ｎ (４)

基波分量、次同步分量和超同步分量中均包含

正频率分量和负频率分量ꎮ 因此同步相量各分量的

表达式如下:

Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ＝ Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １)ｘ０ｅ

－ ｊϕ０ｅｊω０ｋ

Ｘ􀅰－
０(ｋ) ＝ Ｑ( ｆ０ꎬ － １)ｘ０ｅｊϕ０ｅ － ｊω∗０ ｋ{ (５)

Ｘ􀅰＋
ｓｕｂ(ｋ) ＝ Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ

－ ｊϕｓｕｂｅｊω ｓｕｂｋ

Ｘ􀅰－
ｓｕｂ(ｋ) ＝ Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂｅ － ｊω∗ｓｕｂｋ{ (６)

Ｘ􀅰＋
ｓｕｐ(ｋ) ＝ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐｅｊω ｓｕｐｋ

Ｘ􀅰－
ｓｕｐ(ｋ) ＝ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ

－ ｊϕｓｕｐｅ － ｊω∗ｓｕｐｋ{ (７)

式中ꎬ上标“ ＋、－”表示各分量的正频率和负频率

分量ꎮ
在式(５)—式(７)中引入了各分量的角频率ꎬ其

表达式为

ω ０ ＝ ２π
ｆＮ － ｆ０

ｆｓ

ω ｓｕｂ ＝ ２π
ｆＮ － ｆｓｕｂ

ｆｓ

ω ｓｕｐ ＝ ２π
ｆｓｕｐ － ｆＮ

ｆｓ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(８)

由于次同步分量和超同步分量是一对频率耦合

的振荡分量ꎬ且基波分量的频率 ｆ０ 接近于 ｆＮꎬ因此

二者频率满足的关系可用式(９)表示ꎮ
ｆｓｕｂ ＋ ｆｓｕｐ ＝ ２ｆＮ (９)

基于式(９)ꎬ可以推导出 ωｓｕｂ ＝ω∗
ｓｕｐ和 ω∗

ｓｕｂ ＝ωｓｕｐꎬ
为简化公式ꎬ令:

α ＝ ω ０

β ＝ ω ｓｕｂ ＝ ω∗
ｓｕｐ

{ (１０)

　 　 又因为次同步分量和超同步分量的正、负频率

部分频率相同ꎬ可以将二者合并成振荡分量以简化

同步相量序列 Ｘ􀅰(ｋ)ꎬ则有:

Ｘ􀅰(ｋ) ＝ Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ＋ Ｘ􀅰－

０(ｋ) ＋ Ｘ􀅰＋
ｓｕｂ(ｋ) ＋

Ｘ􀅰－
ｓｕｂ(ｋ) ＋ Ｘ􀅰＋

ｓｕｐ(ｋ) ＋ Ｘ􀅰－
ｓｕｐ(ｋ) ＝

Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ＋ Ｘ􀅰－

０(ｋ) ＋ Ｘ􀅰＋
ｓ (ｋ) ＋ Ｘ􀅰－

ｓ (ｋ) (１１)

Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ＝ Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １)ｘ０ｅ

－ ｊϕ０ｅｊαｋ

Ｘ􀅰－
０(ｋ) ＝ Ｑ( ｆ０ꎬ － １)ｘ０ｅｊϕ０ｅ － ｊαｋ{ (１２)

Ｘ􀅰＋
ｓ (ｋ) ＝ Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ

－ ｊϕｓｕｂｅｊβｋ ＋

　 　 　 Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐｅｊβｋ

Ｘ􀅰－
ｓ (ｋ) ＝ Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂｅ － ｊβｋ ＋

　 　 　 Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐｅ － ｊβｋ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１３)

式中ꎬα、β 分别为基波分量和振荡分量的角频率ꎮ
鉴于 ＥＲＡ 是一种模态参数提取算法ꎬ因此研究

了同步相量的模态模型ꎮ 依据文献[１１]ꎬ可将同步

相量表示成 ４ 个模态相加的形式:

Ｘ􀅰(ｋ) ＝ ∑
４

ｍ ＝ １
Ｒｍｅωｍｋ (１４)

Ｒ１ ＝ Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １)ｘ０ｅ
－ ｊϕ０

Ｒ２ ＝ Ｑ( ｆ０ꎬ － １)ｘ０ｅｊϕ０

Ｒ３ ＝ Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

Ｒ４ ＝ Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１５)
ω １ ＝ ｊαꎬω ２ ＝ － ｊαꎬω ３ ＝ ｊβꎬω ４ ＝ － ｊβ (１６)

式中:ωｍ 为角频率ꎻＲｍ 为 ｋ＝ ０ 时 ｍ 模态的基准值ꎻ
ｋ 为角频率随时间变化的特征ꎮ

由式(１４)—式(１６)可知ꎬＳＳＯ 下的同步相量序

列 Ｘ􀅰(ｋ)是由 ４ 个模态构成的模型ꎬ即 ４ 个复指数和

４ 个常参数线性组合而成的模态模型ꎮ
１.２　 模态参数提取问题

从海量的同步相量数据中提取 ＳＳＯ 的角频率

参数是一个典型的模态参数提取问题ꎬ而 ＥＲＡ 是一

种经典模态参数提取算法ꎮ 它通过构造汉克尔矩阵

和系统矩阵将提取模态参数转化为矩阵分解ꎮ 这种

方法可以直接确定基波分量和振荡分量的角频率ꎬ
计算成本低ꎬ求解效率高ꎮ

ＥＲＡ 巧妙地利用了同步相量序列的时间连续

性ꎬ通过构建两个具有特定移位的汉克尔矩阵来提

取信息ꎮ 利用两个移位汉克尔矩阵之间的关系ꎬ可
以得到系统矩阵ꎬ即 ｄｉａｇ(ｅω１ꎬｅω２ꎬｅω３ꎬｅω４)ꎮ 然后依

据式(１６)对系统矩阵求解特征值ꎬ再进一步即可求

出基波分量和振荡分量的角频率ꎮ
在 ＳＳＯ 参数辨识领域ꎬ存在多种方法ꎬ但相比
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之下ꎬＥＲＡ 方法以其简洁的求解过程和高效的计算

效率脱颖而出ꎬ因此选择基于 ＥＲＡ 提出一种电网次

同步振荡参数辨识方法ꎮ

２　 基于改进 ＥＲＡ 的 ＳＳＯ 参数辨识

２.１　 ＥＲＡ 的基本原理

现有 ＥＲＡ 基于同步相量模型的特征进行汉克

尔矩阵的构造ꎬ它通过构造两个移位的汉克尔矩阵ꎬ
并利用它们之间的特定关系ꎬ推导出系统矩阵ꎮ

利用同步相量序列 Ｘ􀅰(ｋ)构造两个移位汉克尔

矩阵ꎬ将其记为 Ｙ 和 Ｙ′ꎮ

Ｙ ＝

Ｘ􀅰(０) Ｘ􀅰(１) 􀆺 Ｘ􀅰(Ｌ)

Ｘ􀅰(１) Ｘ􀅰(２) 􀆺 Ｘ􀅰(Ｌ ＋ １)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ － １) Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ) 􀆺 Ｘ􀅰(Ｋ － １)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１７)

Ｙ′ ＝

Ｘ􀅰(１) Ｘ􀅰(２) 􀆺 Ｘ􀅰(Ｌ ＋ １)

Ｘ􀅰(２) Ｘ􀅰(３) 􀆺 Ｘ􀅰(Ｌ ＋ ２)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ) Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ ＋ １) 􀆺 Ｘ􀅰(Ｋ)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１８)
式中:Ｋ 为同步相量的数目ꎻＬ＋１ 为矩阵的列数ꎮ 汉

克尔矩阵中每一行和每一列均具有时间连续性ꎮ
根据第 １.１ 节可知ꎬＳＳＯ 下的同步相量模型由 ４

个模态线性组合而成ꎮ 因此ꎬ将汉克尔矩阵 Ｙ 进行

奇异值分解ꎬ表示为:
Ｙ ＝ Ｚ１Ｒ Ｚ２ (１９)

Ｚ１ ＝

１ １ １ １
ｅω１ ｅω２ ｅω３ ｅω４

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ｅω１(Ｋ－Ｌ－１) ｅω２(Ｋ－Ｌ－１) ｅω３(Ｋ－Ｌ－１) ｅω４(Ｋ－Ｌ－１)

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｚ２ ＝

１ ｅω１ 􀆺 ｅω１Ｌ

１ ｅω２ 􀆺 ｅω２Ｌ

１ ｅω３ 􀆺 ｅω３Ｌ

１ ｅω４ 􀆺 ｅω４Ｌ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(２０)
Ｒ ＝ ｄｉａｇ(Ｒ１ꎬＲ２ꎬＲ３ꎬＲ４) (２１)

式中:Ｚ１ 为左奇异矩阵ꎻＺ２ 为右奇异矩阵ꎻＲ 为特征

值矩阵ꎮ

依据两个移位汉克尔矩阵之间的特性ꎬ可将汉

克尔矩阵 Ｙ′表示为

Ｙ′ ＝ Ｚ′１ＲＺ′２ ＝ Ｚ１Ｒ Ｚ０ Ｚ２ (２２)

式中ꎬＺ０ 为系统矩阵ꎬ可表示为 ｄｉａｇ( ｅω１ꎬｅω２ꎬｅω３ꎬ

ｅω４)ꎮ
依据Ｚ０ 的表达式可知ꎬ４ 个角频率的值只需要

通过求解Ｚ０ 的特征值即可获得ꎬ因此得到Ｚ０ 是非常

关键的ꎮ Ｚ０ 的表达式为

Ｚ０ ＝ Ｒ － １
２ Ｚ －１

１ Ｙ′ Ｚ －１
２ Ｒ － １

２ (２３)
得到Ｚ０ 之后ꎬ对Ｚ０ 求解特征值即可得到 ４ 个复

指数ꎮ 对 ４ 个复指数取对数可以得到基波和振荡分

量角频率ꎮ
从求解过程中可以看出ꎬＥＲＡ 最大的优势是通

过矩阵分解的形式来提取 ＳＳＯ 的角频率参数ꎬ该过

程运算量小ꎬ计算效率高ꎬ这使得它在处理快速变化

的 ＳＳＯ 信号时具有优势ꎮ 但该算法在实际应用于

辨识电力系统的 ＳＳＯ 参数中仍存在缺陷ꎮ
２.２　 现有 ＥＲＡ 的缺陷

现有 ＥＲＡ 直接基于复数域的同步相量构造汉

克尔矩阵ꎬ得到复数域系统矩阵ꎮ 求解复数域系统

矩阵的特征值ꎬ可以得到 ４ 种模态的角频率ꎮ
从数学角度上讲ꎬ现有 ＥＲＡ 方法在理想条件下

可以精确辨识 ＳＳＯ 参数ꎮ 在求解复数域系统矩阵

的特征值时ꎬ可以得到两两共轭的系统矩阵特征值ꎮ
但是ꎬ在实际应用中瞬时信号里会有各种扰动ꎬ而直

接求解复数域系统矩阵Ｚ０ 得到的特征值不再满足

两两共轭关系ꎬ而且一对特征值距离共轭的理想情

况偏差较大ꎮ
同样从数学角度讲ꎬ求解实数矩阵的特征值可

以保证特征值无论在理想条件下还是在噪声条件下

均满足两两共轭约束ꎮ 那么ꎬ如果能够构造实数域

汉克尔矩阵ꎬ在理论上ꎬ角频率共轭约束问题就可以

解决ꎮ 构造实数域汉克尔矩阵是所提方法的基本出

发点ꎬ是改进 ＥＲＡ 与现有 ＥＲＡ 本质的差别ꎮ
２.３　 改进 ＥＲＡ 的基本思想

２.３.１　 构造实数域汉克尔矩阵

１)构造两个实数域移位汉克尔矩阵ꎮ
利用第 ２.１ 节中构造的复数域汉克尔矩阵 Ｙ 和

Ｙ′ꎬ分别提取同步相量序列的实部和虚部ꎬ构造了两

个实数域移位汉克尔矩阵 Ｈ 和 Ｈ′ꎮ 构造实数域汉

克尔矩阵的详细过程如下:
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首先ꎬ提取出同步相量序列的实部矩阵和虚部

矩阵ꎬ如式(２４)和式(２５)所示ꎮ

Ｒｅ(２Ｙ) ＝

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(０)] ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(１)] 􀆺 ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｌ)]

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(１)] ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(２)] 􀆺 ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｌ ＋ １)]

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ － １)] ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ)] 􀆺 ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｋ － １)]

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２４)

Ｉｍ(２Ｙ) ＝

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(０)] ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(１)] 􀆺 ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｌ)]

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(１)] ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(２)] 􀆺 ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｌ ＋ １)]

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ － １)] ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ)] 􀆺 ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｌ － １)]

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２５)
式中ꎬＲｅ、Ｉｍ 分别为同步相量的实部和虚部ꎮ

其次ꎬ将实部矩阵和虚部矩阵拼接构造实数域

汉克尔矩阵ꎮ 下面证明为何可以直接将实部矩阵和

虚部矩阵拼接构造实数域汉克尔矩阵ꎮ
实部矩阵和虚部矩阵分别由同步相量序列的实

部和虚部构成ꎬ因此需要进一步分析同步相量的实

部和虚部的模态组成ꎬ分析过程如下:
依据式(１１)、式(１２)和式(１５)ꎬ基波分量的实

部和虚部可以表示为:
２Ｒｅ[Ｘ􀅰０(ｋ)] ＝ [Ｘ􀅰０(ｋ) ＋ Ｘ􀅰∗

０ (ｋ)] ＝

[(Ｒ１ ＋ Ｒ∗
２ )ｅｊαｋ ＋ (Ｒ２ ＋ Ｒ∗

１ )ｅ － ｊαｋ]

２Ｉｍ[Ｘ􀅰０(ｋ)] ＝ [Ｘ􀅰０(ｋ) － Ｘ􀅰∗
０ (ｋ)] ＝

[(Ｒ１ － Ｒ∗
２ )ｅｊαｋ ＋ (Ｒ２ － Ｒ∗

１ )ｅ － ｊαｋ]

(２６)
对式(２６)可以进一步简化ꎬ令:

Ｒ(ｒ)
０＋ ＝ Ｒ１ ＋ Ｒ∗

２ ꎬ Ｒ(ｒ)
０－ ＝ Ｒ２ ＋ Ｒ∗

１

Ｒ(ｉ)
０＋ ＝ Ｒ１ － Ｒ∗

２ ꎬ Ｒ(ｉ)
０－ ＝ Ｒ２ － Ｒ∗

１
{ (２７)

观察式(２７)可以发现引入的 ４ 个参数存在如

下关系:
Ｒ(ｒ)

０＋ ＝ Ｒ(ｒ)∗
０－ ꎬ Ｒ(ｉ)

０＋ ＝ Ｒ(ｉ)∗
０－ (２８)

同理ꎬ依据式(１１)、式(１３)和式(１５)ꎬ振荡分量

的实部和虚部可以表示为:
２Ｒｅ[Ｘ􀅰ｓ(ｋ)] ＝ [Ｘ􀅰ｓ(ｋ) ＋ Ｘ􀅰∗

ｓ (ｋ)] ＝

[(Ｒ３ ＋ Ｒ∗
４ )ｅｊβｋ ＋ (Ｒ４ ＋ Ｒ∗

３ )ｅ － ｊβｋ]

２Ｉｍ[Ｘ􀅰ｓ(ｋ)] ＝ [Ｘ􀅰ｓ(ｋ) － Ｘ􀅰∗
ｓ (ｋ)] ＝

[(Ｒ３ － Ｒ∗
４ )ｅｊβｋ ＋ (Ｒ４ － Ｒ∗

３ )ｅ － ｊβｋ]

(２９)
式(２９)亦可以进一步简化ꎬ令:

Ｒ(ｒ)
ｓ＋ ＝ Ｒ３ ＋ Ｒ∗

４ ꎬ Ｒ(ｒ)
ｓ－ ＝ Ｒ４ ＋ Ｒ∗

３

Ｒ(ｉ)
ｓ＋ ＝ Ｒ３ － Ｒ∗

４ ꎬ Ｒ(ｉ)
ｓ－ ＝ Ｒ４ － Ｒ∗

３
{ (３０)

引入的这 ４ 个参数同样存在以下关系

Ｒ(ｒ)
ｓ＋ ＝ Ｒ(ｒ)∗

ｓ－ ꎬ Ｒ(ｉ)
ｓ＋ ＝ Ｒ(ｉ)∗

ｓ－ (３１)
至此ꎬ结合式(１１)、式(２６)、式(２８)、式(２９)和

式(３１)ꎬ同步相量的实部和虚部可表示为

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(ｋ)] ＝ ２Ｒｅ[Ｘ􀅰０(ｋ)] ＋ ２Ｒｅ[Ｘ􀅰ｓ(ｋ)] ＝

　 　 Ｒ(ｒ)
０＋ ｅｊαｋ ＋ Ｒ(ｒ)∗

０＋ ｅ －ｊαｋ ＋ Ｒ(ｒ)
ｓ＋ ｅｊβｋ ＋ Ｒ(ｒ)∗

ｓ＋ ｅ －ｊβｋ

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(ｋ)] ＝ ２Ｉｍ[Ｘ􀅰０(ｋ)] ＋ ２Ｉｍ[Ｘ􀅰ｓ(ｋ)] ＝

　 　 Ｒ(ｉ)
０＋ ｅｊαｋ ＋ Ｒ( ｉ)∗

０＋ ｅ －ｊαｋ ＋ Ｒ(ｉ)
ｓ＋ ｅｊβｋ ＋ Ｒ(ｉ)∗

ｓ＋ ｅ －ｊβｋ (３２)
根据式(３２)ꎬ可确定同步相量拆分成的实部和

虚部也是由 ４ 种模态组成ꎮ 实部和虚部与完整的同

步相量之间的差异仅仅体现在复指数前的常参数不

同ꎬ而模态模式相同ꎬ因此可以将同步相量的实部矩

阵和虚部矩阵拼接构造实数域汉克尔矩阵ꎮ 这部分

内容是改进 ＥＲＡ 方法最核心的理论支撑ꎬ也是所提

改进最核心的贡献ꎮ
将实部矩阵和虚部矩阵直接拼接得到所提改进

ＥＲＡ 方法中的实数域汉克尔矩阵ꎬ如式(３３)所示ꎮ

Ｈ ＝

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(０)] ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(１)] 􀆺 ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｌ)]

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(１)] ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(２)] 􀆺 ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｌ ＋ １)]

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ － １)] ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ)] 􀆺 ２Ｒｅ[Ｘ􀅰(Ｋ － １)]

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(０)] ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(１)] 􀆺 ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｌ)]

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(１)] ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(２)] 􀆺 ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｌ ＋ １)]

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ － １)] ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｋ － Ｌ)] 􀆺 ２Ｉｍ[Ｘ􀅰(Ｋ － １)]

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 ＝
Ｒｅ(２Ｙ)

Ｉｍ(２Ｙ)
é
ë
êê

ù
û
úú (３３)

同理ꎬ另一个实数域汉克尔矩阵 Ｈ′为

Ｈ′ ＝
Ｒｅ(２Ｙ′)
Ｉｍ(２Ｙ′)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (３４)

从整体上来看ꎬ将实部矩阵和虚部矩阵拼接

即得到了改进 ＥＲＡ 方法中的实数域汉克尔矩阵

Ｈ 和 Ｈ′ꎮ
２)对实数域汉克尔矩阵进行奇异值分解并求

解系统矩阵ꎮ
仿照式(１９)的形式ꎬ将汉克尔矩阵 Ｈ 也进行奇

异值分解ꎬ并写成 Ｈ＝ＵＲＶ 的形式ꎬ构造过程如下:
Ｒｅ[Ｘ􀅰(ｋ)] 和 Ｉｍ[Ｘ􀅰(ｋ)] 中基波分量的正、负

分量的系数虽不相等但都是常数ꎬ可以通过一定的
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倍数用 Ｒｍ 表示ꎮ 因此ꎬ引入 ４ 个常数ꎬ表示同步相

量实部和虚部的基波分量中的常参数与( Ｒ１、 Ｒ２)
的倍数关系ꎬ表达式为

γ (ｒ)
１ Ｒ１ ＝ Ｒ(ｒ)

０＋ ꎬ γ (ｒ)
２ Ｒ２ ＝ Ｒ(ｒ)∗

０＋

γ (ｉ)
１ Ｒ１ ＝ Ｒ(ｉ)

０＋ ꎬ γ (ｉ)
２ Ｒ２ ＝ Ｒ(ｉ)∗

０＋
{ (３５)

式中ꎬγ(ｒ)
ｎ 和 γ(ｉ)

ｎ (ｎ＝１ꎬ２)即为 ４ 个常数ꎮ 联立式(１５)、

式(２７)和式(３５)ꎬ可以得到 γ(ｒ)
ｎ 和 γ(ｉ)

ｎ (ｎ ＝ １ꎬ２)ꎮ

其中 γ(ｒ)
１ 的详细推导过程如式(３６)所示ꎮ

γ (ｒ)
１ ＝

Ｒ(ｒ)
０＋

Ｒ１

＝
Ｒ１ ＋ Ｒ∗

２

Ｒ１

＝
Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １) ＋ Ｑ∗( ｆ０ꎬ － １)

Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １)
(３６)

同理ꎬ剩余 ３ 个常数的表达式如式(３７)所示ꎮ

γ (ｒ)
２ ＝

Ｑ( ｆ０ꎬ ＋ １) ＋ Ｑ( ｆ０ꎬ － １)
Ｑ( ｆ０ꎬ － １)

γ (ｉ)
１ ＝

Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １) － Ｑ∗( ｆ０ꎬ － １)
Ｑ∗( ｆ０ꎬ ＋ １)

γ (ｉ)
２ ＝

Ｑ( ｆ０ꎬ － １) － Ｑ( ｆ０ꎬ ＋ １)
Ｑ( ｆ０ꎬ － １)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(３７)

同样地ꎬ引入另外 ４ 个常数ꎬ表示同步相量实部

和虚部的振荡分量中常参数与(Ｒ３、Ｒ４)的倍数关

系ꎬ表达式为

γ (ｒ)
３ Ｒ３ ＝ Ｒ(ｒ)

ｓ＋ ꎬ γ (ｒ)
４ Ｒ４ ＝ Ｒ(ｒ)∗

ｓ＋

γ (ｉ)
３ Ｒ３ ＝ Ｒ(ｉ)

ｓ＋ ꎬ γ (ｉ)
４ Ｒ４ ＝ Ｒ(ｉ)∗

ｓ＋
{ (３８)

式中ꎬγ(ｒ)
ｎ 和 γ(ｉ)

ｎ (ｎ＝３ꎬ４)是 ４ 个常数ꎮ 联立式(１５)、

式(３０)和式(３８)ꎬ可以得到 γ(ｒ)
ｎ 和 γ(ｉ)

ｎ (ｎ ＝ ３ꎬ４)ꎮ

其中 γ(ｒ)
３ 的详细推导过程如式(３９)所示ꎮ

γ (ｒ)
３ ＝

Ｒ(ｒ)
ｓ＋

Ｒ３

＝
Ｒ３ ＋ Ｒ∗

４

Ｒ３

＝

　
Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ

－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

＋

　
Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅ

－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

＝

　
[Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １) ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ － １)]ｘｓｕｂｅ

－ ｊϕｓｕｂ

Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

＋

　
[Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １) ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)]ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

(３９)
同理ꎬ剩下 ３ 个常数的表达式如式(４０)所示ꎮ

　

γ (ｒ)
４ ＝

[Ｑ( ｆｓｕｂꎬ ＋ １) ＋ Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)]ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ

Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐ

＋

　 　
[Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ － １) ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)]ｘｓｕｐｅ

－ ｊϕｓｕｐ

Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐ

γ (ｉ)
３ ＝

[Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １) － Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ － １)]ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ

Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

＋

　 　
[Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １) － Ｑ( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)]ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

Ｑ∗( ｆｓｕｂꎬ ＋ １)ｘｓｕｂｅ
－ ｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ( ｆｓｕｐꎬ － １)ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

γ (ｉ)
４ ＝

[Ｑ( ｆｓｕｂꎬ ＋ １) － Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)]ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ

Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐ

＋

　 　
[Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ － １) － Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)]ｘｓｕｐｅ

－ ｊϕｓｕｐ

Ｑ( ｆｓｕｂꎬ － １)ｘｓｕｂｅｊϕｓｕｂ ＋ Ｑ∗( ｆｓｕｐꎬ ＋ １)ｘｓｕｐｅ
－ ｊϕｓｕｐ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(４０)
依据式(２９)、式(３５)和式(３７)ꎬ同步相量的实

部和虚部又可表示为

２Ｒｅ[Ｘ􀅰(ｋ)] ＝ (γ (ｒ)
１ Ｒ１ｅｊαｋ ＋ γ (ｒ)

２ Ｒ２ｅ
－ｊαｋ ＋

γ (ｒ)
３ Ｒ３ｅｊβｋ ＋ γ (ｒ)

４ Ｒ４ｅ
－ｊβｋ)

２Ｉｍ[Ｘ􀅰(ｋ)] ＝ (γ (ｉ)
１ Ｒ１ｅｊαｋ ＋ γ (ｉ)

２ Ｒ２ｅ
－ｊαｋ ＋

γ (ｉ)
３ Ｒ３ｅｊβｋ ＋ γ (ｉ)

３ Ｒ３ｅ
－ｊβｋ) (４１)

新引入的 ８ 个常参数在实际求解的过程中并不

需要计算出具体的数值ꎬ在这里将其引入只是为了

更形象地表示 ＳＳＯ 下的同步相量在拆成实部和虚

部之后ꎬ它的实部和虚部也可以写成 ４ 个模态线性

组合的形式ꎮ
根据式(３６)和式(４１)ꎬ可以将实数域汉克尔矩

阵Ｈ 进行奇异值分解ꎬ写成Ｈ＝ＵＲＶ 的形式ꎬ如图 １
所示ꎮ

结合式(３６)、式(３７)和式(４１)ꎬ可以发现实数

域汉克尔矩阵 Ｈ 和 Ｈ′具有与复数域汉克尔矩阵 Ｙ
和 Ｙ′相似的特性ꎮ 因此ꎬ理论上可以将汉克尔矩阵

Ｈ′表示成如式(４２)所示的形式ꎮ
Ｈ′ ＝ Ｕ′ＲＶ′ ＝ ＵＲＡＶ (４２)

式中ꎬ Ａ ＝ ｄｉａｇ(ｅω１ꎬｅω２ꎬｅω３ꎬｅω４)ꎬ为系统矩阵ꎮ
至此ꎬ已构造了两个移位的实数域汉克尔矩阵ꎮ

２.３.２　 ＳＳＯ 参数的求解

ＥＲＡ 将提取 ＳＳＯ 参数转化成矩阵分解ꎮ 因此ꎬ
首先需要求解出系统矩阵 Ａꎬ以便进一步得到 ４ 个

角频率ꎮ 根据式(４２)ꎬ可以推理得到系统矩阵 Ａ 的

求解表达式为

Ａ ＝ Ｒ － １
２ Ｕ －１Ｈ′ Ｖ －１ Ｒ － １

２ (４３)
在得到系统矩阵 Ａ 之后ꎬ即可求其特征值ꎬ并

对其取对数得到 ４ 个角频率(ω１、ω２、ω３、ω４)的值ꎮ
无论在理想条件下还是在有噪声的情况下ꎬ得到的
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图 １　 汉克尔矩阵奇异值分解

角频率 ω１ 和 ω２ 均满足 ｊα 和 － ｊα 的共轭关系ꎬ同时

ω ３ 和 ω ４ 也满足 ｊβ 和 － ｊβ 的共轭关系ꎮ 因此ꎬ改进

的 ＥＲＡ 解决了现有 ＥＲＡ 中未考虑角频率两两共轭

约束的问题ꎮ
得到 ４ 个角频率后ꎬ可进一步求解同步相量各

分量的频率、幅值和相位ꎬ求解过程如下:
１) 根据式(４４) 可以求出 ４ 个模态的常参数

( Ｒ１、 Ｒ２、 Ｒ３、 Ｒ４)的数值ꎮ

１ １ １ １
ｅｊα ｅ－ｊα ｅｊβ ｅ－ｊβ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ｅｊα(Ｋ－１) ｅ－ｊα(Ｋ－１) ｅｊβ(Ｋ－１) ｅ－ｊβ(Ｋ－１)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｒ１

Ｒ２

Ｒ３

Ｒ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

Ｘ􀅰(０)

Ｘ􀅰(１)
⋮

Ｘ􀅰(Ｋ － １)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(４４)
２)确定基波和振荡分量的正、负频率分量的计

算值ꎮ

Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ＝ Ｒ１ｅｊαꎬ Ｘ􀅰－

０(ｋ) ＝ Ｒ２ｅ
－ ｊα

Ｘ􀅰＋
ｓ (ｋ) ＝ Ｒ３ｅｊβꎬ Ｘ􀅰－

ｓ (ｋ) ＝ Ｒ４ｅ
－ ｊβ{ (４５)

３)确定基波分量的频率、幅值和相位ꎮ

ｆ０ ＝
ｆＮ － α

２π
ｆｓꎬ Ｘ􀅰＋

０(ｋ) ２ < Ｘ􀅰－
０(ｋ) ２

ｆＮ ＋ α
２π

ｆｓꎬ Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ２ > Ｘ􀅰－

０(ｋ) ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(４６)

Ｑ(ｆ０ꎬ － １)ｘ０ｅ
－ｊϕ０ ＝ Ｘ􀅰－

０(ｋ)ꎬ Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ２ < Ｘ􀅰－

０(ｋ) ２

Ｑ∗(ｆ０ꎬ ＋ １)ｘ０ｅ
－ｊϕ０ ＝ Ｘ􀅰＋

０(ｋ)ꎬ Ｘ􀅰＋
０(ｋ) ２≥ Ｘ􀅰－

０(ｋ) ２
{ (４７)

４)确定次同步和超同步分量的频率、幅值和相位ꎮ

ｆｓｕｂ ＝ ｆＮ －
βｆｓ
２π

ｆｓｕｐ ＝ ２ｆＮ － ｆｓｕｂ

ì

î

í

ïï

ïï

Ｑ∗(ｆｓｕｂꎬ ＋ １) Ｑ(ｆｓｕｐꎬ － １)

Ｑ∗(ｆｓｕｂꎬ － １) Ｑ(ｆｓｕｐꎬ ＋ １)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｘｓｕｂｅ
－ｊϕｓｕｂ

ｘｓｕｐｅｊϕｓｕｐ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｘ􀅰＋
ｓ (ｋ)

Ｘ􀅰－∗
ｓ (ｋ)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(４８)
改进后的 ＥＲＡ 方法更适合应用于处理实际电

力系统 ＳＳＯ 参数的辨识ꎬ在 ２００ ｍｓ 的数据窗口条件

下ꎬ其辨识精度明显优于现有 ＥＲＡꎮ

３　 仿真验证

为了验证所提出的基于系统特征实现算法的电

网 ＳＳＯ 参数辨识方法的正确性、可行性和实用性ꎬ
分别利用合成和实际测量的 ＰＭＵ 数据在 Ｍａｔｌａｂ 软

件上对算法进行了验证ꎮ
选择合成 ＰＭＵ 数据是因其能全面覆盖不同频

率范围和振荡特性ꎬ模拟复杂多变的电网运行状态

和故障情况ꎮ 通过精确设定振荡参数ꎬ可模拟各种

ＳＳＯ 场景ꎬ从而系统地评估算法性能ꎬ确保其在实际

应用中的正确性和有效性ꎮ
选择实际 ＰＭＵ 数据是因其能直接反映电力系

统实际动态特性ꎬ有助于准确评估算法应用可行性ꎬ
并深入了解系统动态ꎬ有助于验证算法在实际场景

中的实用性和可行性ꎮ
３.１　 合成 ＰＭＵ 数据的验证

利用式(１)作为生成模拟 ＰＭＵ 数据的瞬时信

号模型ꎮ 首先ꎬ对模拟的 ＰＭＵ 数据设置初始参数ꎮ
设置系统的额定频率 ｆＮ ＝ ５０ Ｈｚꎬ基波分量的频率 ｆ０
的初始取值分别为 ４９.０、４９.５、４９.７、５０.０、５０.５、 ５１.０、
５１.５ Ｈｚꎻ基波分量的其他参数设置为 ( ｘ０ꎬϕ０ ) ＝
(１００ꎬπ / ３)ꎮ 次同步分量的初始参数设置为 ( ｆｓｕｂꎬ
ｘｓｕｂꎬϕｓｕｂ) ＝ (２０ꎬ２０ꎬπ / ２) ꎻ超同步分量的初始参数

设置为 ( ｆｓｕｐꎬｘｓｕｐꎬϕｓｕｐ) ＝ (８０ꎬ３０ꎬπ / ４) ꎮ
在验证过程中ꎬ瞬时数据的采样频率为 ２０ ｋＨｚꎬ

数据点数为 ２００ꎮ 对采样的瞬时数据进行 ＤＦＴꎬ得
到合成 ＰＭＵ 数据ꎬ其中合成 ＰＭＵ 数据的上传频率

为 １００ Ｈｚꎮ 在改进 ＥＲＡ 的 ＳＳＯ 参数辨识中ꎬ选取

的数据窗口为 ２００ ｍｓꎬ即 ２１ 个同步相量序列ꎮ 对于

现有 ＥＲＡ 的 ＳＳＯ 参数辨识则选取了 ２００ ｍｓ 和 １ ｓ
的数据窗口ꎬ即 ２１ 个同步相量序列和 １０１ 个同步相
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量序列ꎮ 改进 ＥＲＡ 与现有 ＥＲＡ 在验证实验中的初

始参数相同ꎬ仅数据窗口长度有区别ꎮ
依据文献[１２]ꎬ ｆｓｕｂ 和 ｘｓｕｂ 对 ＳＳＯ 下同步相量参

数辨识精度的影响最大ꎮ 因此ꎬ使用控制变量的方

法ꎬ分别让 ｆｓｕｂ 在 [５ꎬ４５] Ｈｚ 范围内以 １ Ｈｚ 间隔变

化ꎬ ｘｓｕｂ 在[５ꎬ１００]范围内以 １ 为间隔变化ꎮ 在上述

条件下生成 ＰＭＵ 数据后ꎬ基于改进 ＥＲＡ 方法对合

成 ＰＭＵ 数据进行 ＳＳＯ 参数辨识ꎮ 同时ꎬ为评估改

进算法在噪声影响下的 ＳＳＯ 参数辨识精度ꎬ在瞬时

信号模型式(１)中加入了零均值白噪声ꎬＰＭＵ 数据

的测量信噪比( ｓｉｇｎａｌ￣ｔｏ￣ｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏꎬＳＮＲ)在 ４５ ｄＢ
左右ꎬ因此选取了 ４０ ｄＢ 作为仿真的噪声条件ꎮ 利

用改进 ＥＲＡ 方法(简称 ＩＥＲＡ)与现有 ＥＲＡ 方法(简
称 ＥＲＡ)分别对 ＳＳＯ 参数进行辨识ꎬ辨识结果列于

表 １ꎮ 将 ３ 种算法的辨识结果进行对比分析ꎮ
１)在理想条件下ꎬ改进 ＥＲＡ 的参数辨识相对误

差在 １０ －１３％ ~ １０ －１１％ 之间ꎬ接近于数据窗口为 １ ｓ
的 ＥＲＡ 的辨识结果ꎮ 而取 ２００ ｍｓ 数据窗的 ＥＲＡ
参数辨识的相对误差在 １０ －１２％ ~ １０ －８％ 之间ꎮ 比

较可知ꎬ在 ２００ ｍｓ 数据窗下ꎬ改进 ＥＲＡ 方法较于

ＥＲＡ 方法展现出了更小的辨识误差ꎮ
２)在 ４０ ｄＢ 的白噪声条件下ꎬ２００ ｍｓ 和 １ ｓ 数

据窗的 ＥＲＡ 方法对 ｘ０ 的辨识误差均在 ５％左右ꎬ主
要因为未考虑角频率 ω １ 和 ω ２ 满足 ｊα 和 － ｊα 的共

轭关系ꎬ因此导致基波参数辨识误差较大ꎮ 改进

ＥＲＡ 方法在 ２００ ｍｓ 的数据窗下可以将辨识结果的

相对误差控制在 ３.５％以下ꎬ接近于取 １ ｓ 数据窗的

ＥＲＡ 方法ꎬ且对参数 ｘ０ 的辨识误差更小ꎮ 然而ꎬ
ＥＲＡ 在 ２００ ｍｓ 数据窗下辨识结果的相对误差基本

在 ５％~１０％之间ꎬ甚至对次同步分量的幅值 ｘｓｕｂ 的

辨识相对误差超过了 １２％ꎮ 因此ꎬ可以证明在测量

信噪比为 ４０ ｄＢ 时ꎬ改进 ＥＲＡ 对 ＳＳＯ 下同步相量参

数的辨识结果比 ＥＲＡ 更精确ꎬ验证了所提算法对辨

识 ＳＳＯ 下同步相量参数的正确性和可行性ꎮ
３.２　 实际测量 ＰＭＵ 数据的验证

为了进一步验证改进 ＥＲＡ 辨识 ＳＳＯ 下同步相

量各参数的实用性ꎬ运用实际测量的 ＰＭＵ 数据进行

了仿真分析ꎬ该 ＰＭＵ 数据是来自于华北电网一次

ＳＳＯ 事件记录[２]ꎮ 实际测量 ＰＭＵ 数据的电流瞬时

信号和同步相量的幅值分别如图 ２ 和图 ３ 所示ꎮ 从

图 ２ 和图 ３ 中可以观察到ꎬ所选取的 １０ ｓ 数据窗口

作为实际测量 ＰＭＵ 数据的仿真对象ꎬ展现出了非常

快速的 ＳＳＯ 变化ꎮ
所提出的改进 ＥＲＡ 方法选取的数据窗口为

２００ ｍｓꎮ 同时ꎬ增设了以 ２ ｓ 为数据窗口的插值

ＤＦＴ 算法ꎬ理论上该方法的辨识结果精确度较高ꎮ
因此ꎬ将插值 ＤＦＴ 算法在 ２ ｓ 数据窗口下的辨识结

果作为评估其他算法辨识精度的参考基准ꎮ此外ꎬ
表 １　 在理想条件和噪声条件下改进 ＥＲＡ 与 ＥＲＡ 辨识的相对误差 单位:％

仿真条件 ＳＮＲ 方法
ｆ＾０ － ｆ０
ｆ０

ｘ^０ － ｘ０
ｘ０

ｆ＾ｓｕｂ － ｆｓｕｂ
ｆｓｕｂ

ｘ^ｓｕｂ － ｘｓｕｂ
ｘｓｕｂ

ϕ＾ ｓｕｂ － ϕｓｕｂ

ϕｓｕｂ

ｘ^ｓｕｐ － ｘｓｕｐ
ｘｓｕｐ

ϕ＾ ｓｕｐ － ϕｓｕｐ

ϕｓｕｐ

ｆｓｕｂ ∈ [５ꎬ４５]Ｈｚ

¥

４０ ｄＢ

ＩＥＲＡ
２００ ｍｓ １０－１３ １０－１２ １０－１２ １０－１１ １０－１１ １０－１１ １０－１１

ＥＲＡ
２００ ｍｓ １０－９ １０－８ １０－１２ １０－８ １０－９ １０－８ １０－９

ＥＲＡ
１ ｓ １０－１１ １０－１０ １０－１２ １０－１１ １０－１１ １０－１０ １０－１１

ＩＥＲＡ
２００ ｍｓ ０.１８８ ９ ０.７６１ ９ ０.０６１ ６ ２.９１５ ４ ２.０４７ ７ ２.１２７ ５ ３.４８４ ３

ＥＲＡ
２００ ｍｓ ０.６４７ ９ ５.５８２ ４ ０.０９６ １ ８.０１５ ５ ３.３２７ ０ ７.７２４ ０ ５.７３６ ０

ＥＲＡ
１ ｓ ０.１３２ ２ ５.８５７ ５ ０.００５ ６ １.３５５ ８ １.５７１ ７ ２.９９５ ７ １.８０７ ４

ｘｓｕｂ ∈ [５ꎬ１００]

¥

４０ ｄＢ

ＩＥＲＡ
２００ ｍｓ １０－１３ １０－１２ １０－１２ １０－１２ １０－１１ １０－１２ １０－１１

ＥＲＡ
２００ ｍｓ １０－１０ １０－１０ １０－１２ １０－１０ １０－１０ １０－１０ １０－１０

ＥＲＡ
１ ｓ １０－１２ １０－１０ １０－１３ １０－１１ １０－１１ １０－１１ １０－１１

ＩＥＲＡ
２００ ｍｓ ０.０１１ ４ ０.０５６ １ ０.０２２ ９ ０.３１８ ０ ０.８２７ ５ ０.２６３ ０ ０.４５３ ３

ＥＲＡ
２００ ｍｓ ０.７４８ ４ ５.３６２ １ ０.０３２ ３ １２.３２６ ４ ８.８８７ ５ ６.９０９ ８ ６.２７３ ４

ＥＲＡ
１ ｓ ０.１７２ ９ ４.５５０ ２ ０.００３ ４ １.６４６ ５ ０.４５２ ７ ０.８９１ １ ０.６０８ ８
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图 ２　 用于实际测量 ＰＭＵ 数据的瞬时数据

图 ３　 用于实际测量 ＰＭＵ 数据的同步相量

还使用数据窗口长度分别为 １ ｓ 和 ２００ ｍｓ 的 ＥＲＡ
方法进行 ＳＳＯ 参数辨识ꎮ

３ 种方法对 ＳＳＯ 下同步相量参数的辨识结果如

图 ４ 所示ꎮ 由于 ３ 种方法得到的基波分量的辨识结

果差别不大ꎬ为节省篇幅ꎬ仅对振荡分量的辨识结果

进行了详细介绍ꎮ 另外ꎬ次同步分量和超同步分量

是一对耦合分量ꎬ超同步分量辨识结果的精确性可

以近似地用次同步分量的辨识结果表示ꎬ因此也省

略了超同步分量的辨识结果ꎮ

图 ４　 对实际测量 ＰＭＵ 数据的次同步分量频率
和幅值的辨识结果

从图 ４(ａ)中可以看出 ３ 种方法的识别结果相

差不大ꎮ 理论上ꎬ数据窗口越长ꎬ提取的信息量越

多ꎬ辨识结果越准确ꎬ但实时性越差ꎮ ＥＲＡ 和插值

ＤＦＴ 算法的数据窗口长度分别为 １ ｓ 和 ２ ｓꎬ而改进

ＥＲＡ 只需 ２００ ｍｓ 的数据窗口即可得到精度与之相

差不大的辨识结果ꎮ 通过使用 ２００ ｍｓ 的超短数据

窗口ꎬ改进 ＥＲＡ 实现了对电网 ＳＳＯ 的动态监测ꎮ
从图 ４(ｂ)中可以看出:在 ２００ ｍｓ 的数据窗口

中ꎬＥＲＡ 的辨识结果与插值 ＤＦＴ 和改进 ＥＲＡ 的辨

识结果差别很大ꎬ改进 ＥＲＡ 对频率 ｆｓｕｂ 的辨识结果

集中在 ８.１８~ ８.４０ Ｈｚ 之间ꎬ而 ＥＲＡ 辨识结果最小

的为 ８.１１ Ｈｚ、最大的接近 ８.６０ Ｈｚ 且有 ５ 次超过

８.５０ Ｈｚꎬ这与插值 ＤＦＴ 的辨识结果严重背离ꎻ３ 种

方法的 ｘｓｕｂ 识别结果差异不大ꎮ 此外ꎬ２００ ｍｓ 的数

据窗口比 ２ ｓ 的数据窗口缩短了 ９０％ꎬ改进 ＥＲＡ 更

能反映 ＳＳＯ 的实时特性ꎮ

４　 结　 论

上面利用 ＥＲＡ 易于求解、计算量小、抗噪声能

力强等优点ꎬ提出了一种改进的基于 ＥＲＡ 的 ＳＳＯ 参

数辨识方法ꎬ实现了对电力系统 ＳＳＯ 的动态实时监

测ꎮ 经过改进后的 ＥＲＡ 通过引入实数汉克尔矩阵

并证明构造过程的可行性ꎬ解决了角频率的共轭约

束问题ꎬ使得参数辨识结果更加精确和可靠ꎮ 该算

法可以在 ２００ ｍｓ 的超短数据窗口下得到精确的参

数辨识结果ꎬ增强了其在电力系统 ＳＳＯ 分析中的应

用价值ꎮ 通过合成和实际测量的 ＰＭＵ 数据对改进

ＥＲＡ 方法进行了验证研究ꎬ结果表明:与 ＥＲＡ 相

比ꎬ改进 ＥＲＡ 在 ２００ ｍｓ 的数据窗口下可以更准确

地辨识参数ꎬ实现了对电力系统 ＳＳＯ 的动态监测ꎮ
然而ꎬ改进 ＥＲＡ 也存在一定的局限性ꎮ 这种局

限性是所有辨识方法普遍面临的挑战ꎬ即对于过于

发散的信号处理能力有限ꎮ 但所提出的算法通过缩

短数据窗口的方式在最大程度上减少了信号发散对

参数辨识结果的影响ꎬ实际上ꎬ改进 ＥＲＡ 算法选取

２００ ｍｓ 数据窗口ꎬ已经能够有效解决实际应用中大

部分快速变化的振荡问题ꎮ
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