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摘　 要:在非整周期采样的情况下ꎬ使用传统的快速傅里叶变换(ＦＦＴ)对邻近基波 / 谐波的密集谱间谐波进行参数估

计时ꎬ由于频谱泄露的影响ꎬ间谐波检测误差较大ꎬ甚至难以判断密集谱的存在ꎬ因此ꎬ文中提出了一种基于全相位

ＦＦＴ 和带约束条件的最小二乘拟合的间谐波检测算法ꎮ 该算法的原理是先利用全相位 ＦＦＴ 对间谐波参数进行预估ꎬ
在预估参数的基础上构造拟合函数并设置约束方式ꎬ然后使用最小二乘拟合对间谐波参数进行校正ꎮ 通过对比不同

约束方式的效果ꎬ选择对幅值和相位分别进行约束为最佳约束方式ꎮ 仿真实验表明ꎬ与其他基于 ＦＦＴ 的算法相比ꎬ该
算法可以有效地减少间谐波参数检测误差并具有良好的抗噪性ꎮ
关键词:全相位 ＦＦＴꎻ间谐波ꎻ最小二乘拟合ꎻ不等式约束
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０　 引　 言

　 　 电能是人类社会使用最广泛、最重要的能源之

一ꎮ 随着科学技术的进步以及社会的发展ꎬ人们对

输电线路和电力系统的稳定性、可靠性有了越来越

高的要求ꎮ 但是随着近年来大力发展风电、光伏等

新能源ꎬ以及越来越多非线性负载被接入电力系

统[１－２]ꎬ电力系统的谐波和间谐波问题变得日益严

重ꎮ 大量的谐波和间谐波极大地危害着电力系统的

安全和稳定ꎮ 谐波和间谐波会造成继电保护装置和

精密控制设备不正常动作ꎬ影响各种计量仪器的准

确度ꎬ干扰电力通信ꎬ导致电压闪变ꎬ甚至损坏电子

设备等[３]ꎮ
目前ꎬ用于检测电网中谐波、间谐波的方法主要

有快 速 傅 里 叶 变 换 法 ( ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬ
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ＦＦＴ) [ ４] 、 小 波 变 换 法 [ ５] 、 独 立 分 量 分 析 法 [ ６]

( ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ＩＣＡ)、神经网络

法[７]等ꎮ 快速傅里叶变换法是使用最广泛、最可靠

的方法之一ꎬ但在非同步采样的情况下会引起频谱

泄露和栅栏效应ꎮ 小波变换法的优点是可以同时拥

有较高的时域和频域分辨率ꎬ但可能引起小波混叠ꎬ
降低稳定性ꎮ 独立分量分析法常常做不到彻底分离

各个分量且运算量较大ꎮ 基于神经网络方法需要大

量训练样本和极大的运算量ꎮ
相较于传统的快速傅里叶变换法ꎬ全相位傅里

叶变换法(ａｌｌ￣ｐｈａｓｅ ＦＦＴꎬａｐＦＦＴ)先对数据进行预处

理ꎬ然后再进行 ＦＦＴ 变换ꎮ 在抗噪性和抑制频谱泄

露方面相对于传统的 ＦＦＴ 方法有较大的优势[８]ꎬ且
具有“相位不变性”ꎬ即谱线图中各条谱线的相位值

与频率偏离值无关ꎮ 不过普通的 ａｐＦＦＴ 的抗噪性

能有限[９]ꎬ因此下面采用 ａｐＦＦＴ 谱分析得到粗略估

计的信号参数ꎬ再利用最小二乘法原理构造拟合信

号对原信号进行拟合得到信号参数的准确值ꎮ 通过

仿真实验ꎬ证明所提算法能在较低信噪比和邻近基

波 /谐波的情况下准确地减少间谐波参数的检测误差ꎮ

１　 ａｐＦＦＴ 的算法原理

１.１　 ａｐＦＦＴ 的数据预处理

全相位先对数据进行预处理得到全相位数据ꎬ
再进行 ＦＦＴ 变换ꎮ 设对原始信号进行离散采样得

到的 Ｎ 点离散序列为 ｘ(ｎ)(ｎ ＝ ０ꎬ􀆺ꎬＮ － １) ꎬ保留

ｘ(０) 前面的 Ｎ － １ 个数据用于加权ꎬ则可以构造一

个矩阵如下:
ｘ０ ＝ ｘ(０)ꎬｘ(１)ꎬ...ꎬｘ(Ｎ － １)[ ]

ｘ１ ＝ ｘ( － １)ꎬｘ(０)ꎬ...ꎬｘ(Ｎ － ２)[ ]

⋮
ｘｉ ＝ ｘ( － ｉ) ...ｘ(０)ꎬ...ꎬｘ(Ｎ － ( ｉ ＋ １))[ ]

⋮
ｘＮ－１ ＝ ｘ( － Ｎ ＋ １)ꎬｘ( － Ｎ ＋ ２)ꎬ...ꎬｘ(０)[ ]

(１)
　 　 再对每个向量向左进行循环移位ꎬ使 ｘ(０)处于

第一位ꎬ可以得到一个新的矩阵:
　 　 ｘ′０ ＝ ｘ(０)ꎬｘ(１)ꎬ􀆺ꎬｘ(Ｎ － １)[ ]

　 　 ｘ′１ ＝ ｘ(０)ꎬ...ꎬｘ(Ｎ － ２)ꎬｘ( － １)[ ]

⋮

　 ｘ′ｉ ＝ ｘ(０)ꎬ...ꎬｘ(Ｎ － (ｉ ＋ １))ꎬｘ(－ ｉ)ꎬ...ꎬｘ(－ １)[ ]

⋮
　 ｘ′Ｎ－１ ＝ ｘ(０)ꎬｘ( － Ｎ ＋ １)ꎬ􀆺ꎬｘ( － １)[ ] (２)
　 　 把式(２)的 Ｎ 行向量全部相加求平均值即可得

到 Ｎ 点全相位数据向量ꎮ

　 ｘａｐ(ｎ) ＝ １
Ｎ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｘ′ｉ ＝

　 １
Ｎ

Ｎ ｘ(０)ꎬ(Ｎ － １)ｘ(１) ＋ ｘ( － Ｎ ＋ １)ꎬ􀆺ꎬ
　 ｘ(Ｎ － １) ＋ (Ｎ － １)ｘ( － １)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

(３)
对全相位数据向量进行 ＦＦＴ 变换即可得到全

相位 ＦＦＴꎮ
１.２　 ａｐＦＦＴ 的频谱分析原理

对于采样得到的 Ｎ 点离散单频复指数信号为

ｘ(ｎ) ＝ Ａ０ｅｊ(２πｆ０ｎ＋φ０)(ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ) (４)
式中:Ａ０为信号幅值ꎻｆ０为信号频率ꎻφ０为信号初相位ꎮ

令角频率 ω０ ＝ ２πｆ０ꎬ并用频率间隔 Δω ＝ ２π / Ｎ
的 β 倍表示 ω０ꎬ即 ω０ ＝β􀅰Δωꎬ代入式(４)得到

ｘ(ｎ) ＝ Ａ０ｅｊ(ｎβ２πＮ ＋φ０) (５)
式中ꎬβ 可以为小数ꎮ 则序列 ｘ(ｎ)的不加窗傅里叶

变换谱为

　 　 Ｘ(ｋ) ＝ １
Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
Ａ０ｅｊ(ｎβ２πＮ ＋φ０) ｅ － ｊ２πｋｎ

Ｎ ＝

　 　
Ａ０

Ｎ
ｅｊφ０∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｅ

ｊ２π(β －ｋ)ｎ
Ｎ ＝

Ａ０

Ｎ
ｅｊφ０

１ － ｅｊ２π(β －ｋ)

１ － ｅｊ２π(β －ｋ) / Ｎ
＝

　 　
Ａ０

Ｎ
ｅｊφ０

ｅ －ｊπ(β －ｋ) － ｅｊπ(β －ｋ)

ｅ －ｊπ(β －ｋ) / Ｎ － ｅｊπ(β －ｋ) / Ｎ

ｅｊπ(β －ｋ)

ｅ
ｊπ(β －ｋ)

Ｎ

(６)

经变换得

Ｘ(ｋ) ＝
Ａ０

Ｎ
ｓｉｎ π(β － ｋ)[ ]

ｓｉｎ π(β － ｋ)
Ｎ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｅｊ φ０＋
Ｎ－１
Ｎ (β －ｋ)π[ ] (７)

式中ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ－１ꎮ
根据离散傅里叶变换(ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬ

ＤＦＴ)的移位性质ꎬ式(１)中 ｘｉ的 ＤＦＴ 变换 Ｘ ｉ(ｋ)与
式(２)中 ｘ′ｉ的 ＤＦＴ 变换 Ｘ′ｉ(ｋ)的关系为

Ｘ′ｉ(ｋ) ＝ Ｘ ｉ(ｋ)ｅｊ２πＮ ｉｋ( ｉꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － １) (８)
结合式(３)和式(７)ꎬ同时结合式(８)的性质可

以得到全相位傅里叶变换谱ꎮ

　 Ｘａｐ(ｋ) ＝ １
Ｎ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｘ′ｉ(ｋ) ＝ １

Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ(ｋ)ｅｊ２πＮ ｉｋ ＝

１
Ｎ２∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｘ(ｎ － ｉ)ｅ －ｊ２πｋｎＮ ｅｊ２πｋｉＮ ＝
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Ａ０

Ｎ２∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｅｊφ０ｅ

ｊ２π(ｎ－ｉ)β
Ｎ ｅ －ｊ２πｋｎＮ ｅｊ２πｋｉＮ ＝

Ａ０
ｅｊφ０

Ｎ２ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｅ －ｊ２π

β －ｋ( ) ｉ
Ｎ ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｅｊ２π(β －ｋ)ｎ

Ｎ ＝

Ａ０
ｅｊφ０

Ｎ２ 􀅰
１ － ｅ －ｊ２π(β －ｋ)

１ － ｅ
－ｊ２π(β －ｋ)

Ｎ

􀅰１ － ｅｊ２π(β －ｋ)

１ － ｅ
ｊ２π(β －ｋ)

Ｎ

＝

Ａ０
ｅｊφ０

Ｎ２ 􀅰
ｓｉｎ２ π(β － ｋ)[ ]

ｓｉｎ２ π(β － ｋ) / Ｎ[ ]
(９)

　 　 通过比较式(７)和式(９)可以得出:傅里叶变换

谱各条谱线所对应的相位值为 φ０＋
Ｎ－１
Ｎ

(β－ｋ)πꎬ与

频率偏离值(β－ｋ)有关ꎻ而全相位傅里叶变换谱各

条谱线所对应的相位值为 φ０ꎬ就是真实初相位ꎬ与
频率偏离值无关ꎮ 这就是“相位不变性”ꎬ这使得

ａｐＦＦＴ 的相位检测拥有很高的精度ꎬ因为不会受到

频谱泄露的影响ꎮ 而且 ａｐＦＦＴ 的谱线值是二次方

的ꎬ因此旁瓣衰减快ꎬ主瓣更加突出ꎬ能显著减少频

谱泄露ꎮ
设峰值谱线为 ｋｐꎬ由式(７)和式(９)可以得到

　 ρ ＝ａｒｇ Ｘ(ｋｐ) － ａｒｇ Ｘａｐ(ｋｐ) ＝ Ｎ － １
Ｎ

(β － ｋｐ)π

(１０)
因此有

β ＝ ｋｐ ＋ ρ
π
􀅰 Ｎ

Ｎ － １
(１１)

所以谱线 ｋｐ 所对应的频率 ｆ０ 和角频率 ω０ 满足

ω ０ ＝ β􀅰Δω
ｆ０ ＝ ω ０ / ２π{ (１２)

１.３　 幅值和相位检测

在获得频率校正值 β 的情况下ꎬ幅值 Ａ０ 可以由

式(８)直接求出ꎮ 峰值谱线 ｋｐ 所对应的谱线值为

Ｘａｐ(ｋｐ) ＝
Ａ０

Ｎ２

ｓｉｎ２ π(β － ｋ)[ ]

ｓｉｎ２ π(β － ｋ) / Ｎ[ ]
(１３)

因此

Ａ０ ＝ Ｘａｐ(ｋｐ) 􀅰ｓｉｎ２ π(β － ｋ) / Ｎ[ ]

ｓｉｎ２ π(β － ｋ)[ ]
􀅰Ｎ２

(１４)
　 　 根据 ａｐＦＦＴ 相位不变性ꎬ可以直接用峰值谱线

ｋｐ 对应的相位作为信号初始相位 φ０ꎮ
１.４　 密集谱识别

设单频信号分别为:

ｘ１ ｎ( ) ＝ ５ｅｊ ２π
ｆ１
ｆｓ
ｎ＋３０( )

ｘ２ ｎ( ) ＝ ２ｅｊ ２π
ｆ２
ｆｓ
ｎ＋２０( ) (１５)

复合信号为

ｘ ｎ( ) ＝ ｘ１ ｎ( ) ＋ ｘ２ ｎ( ) ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ － １( )

(１６)

式中:ｆ１ ＝ ５０.５ Ｈｚꎻｆ２ ＝ ５３.０ Ｈｚꎻ采样点数 Ｎ ＝ １６ꎻ采

样频率 ｆｓ ＝ ８０.０ Ｈｚꎮ 则可以求出频率分辨率的值为

Δｆ＝ ｆｓ / Ｎ＝ ５.０ Ｈｚꎬ由于 ｆ１－ｆ２ ＝ ２.５ Ｈｚ<Δｆꎬ因此复

合信号 ｘ(ｎ)属于密集谱分布ꎮ

ｘ１(ｎ)的 ＦＦＴ 幅值谱和相位谱、ａｐＦＦＴ 幅值谱和

相位谱如图 １ 所示ꎮ 图中 ｋ 均为谱线号ꎬ谱线只出

现在频率分辨率整数倍的频率处ꎮ

图 １　 ｘ１(ｎ)的 ＦＦＴ 和 ａｐＦＦＴ 对应的幅值谱和相位谱

　 　 对比图 １(ａ)和图 １(ｂ)可以发现:ａｐＦＦＴ 有效地

抑制了频谱泄露ꎬ主谱线更加突出ꎻ而且其相位谱在

任何谱线值处都等于实际的初相位３０ｏꎬ即“平坦性”ꎮ

分别对 ｘ１(ｎ)、ｘ２(ｎ)、ｘ(ｎ)进行 ａｐＦＦＴ 变换ꎬ画

出幅值谱和相位谱ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 图 ２(ａ)、图 ２(ｂ)、

图 ２(ｃ)分别对应信号 ｘ１(ｎ)、ｘ２(ｎ)、ｘ(ｎ)ꎮ 由图可见

单频信号的 ａｐＦＦＴ 相位谱呈明显的“平坦性”ꎮ 图 ２

(ｃ)是混合信号ꎬ峰谱线值 ｋｐ ＝ １０ꎬ判断邻近谱线 ９

和谱线 １１ 处是否存在密集谱的依据就是峰谱线

值对应的相位谱附近是否具有“平坦性”ꎮ 由图 ２

所示 ｋ 为 ９、１０、 １１ 处的相位谱波动较大ꎬ由此可

以判断存在密集谱ꎮ 而如果直接观察幅值谱很难判

断密集谱的存在ꎮ
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图 ２　 经过 ａｐＦＦＴ 变换的幅值谱和相位谱

２　 幅值和相位的拟合修正

尽管 ａｐＦＦＴ 理论上可以极大地减小频谱泄露

对谱线的干扰ꎬ但在实际使用中ꎬ噪声的影响依旧是

不可忽略的ꎮ 在噪声干扰下ꎬａｐＦＦＴ 对幅值和相位

检测的误差较大ꎮ
减弱噪声的影响可以有很多方式ꎬ比如小波去

噪[１１]、经验模态分解(ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｍｏｄｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎꎬ
ＥＭＤ)去噪[１２]、奇异值分解(ｓｉｎｇｕｌａｒ ｖａｌｕｅ ｄｅｃｏｍｐｏ￣
ｓｉｔｉｏｎꎬＳＶＤ)去噪[１３]等ꎬ但是这些方法很容易把有用

信号一起消除ꎬ而且存在去噪不彻底的情况ꎮ 另一种

手段是谱线插值ꎬ但是谱线插值法会增加运算量ꎬ而
且常用的三谱线插值法常常引入更多噪声干扰ꎮ 因

此采用拟合法对所得到的测量结果进行二次校正ꎮ
对于含有多个频率的复指数信号

ｘ ｔ( ) ＝ ∑Ａｉｅｊ(２πｆｉｔ ＋φ ｉ) (１７)

式中:Ａｉ、ｆｉ、φｉ 分别为幅值、频率、初相位ꎻｔ 为时间ꎮ
先对原始信号进行 ａｐＦＦＴ 变换得到全相位谱

线图ꎬ通过搜寻谱峰以及密集谱判别可以判断出有

用的频率个数ꎬ设为 Ｍꎻ令拟合函数为

δ( ｔ) ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｂｉ ｔ ＋ ｃｉ) (１８)

式中ꎬａｉ、ｂｉ、ｃｉ 为待解参数ꎬ分别对应幅值、频率、初
相位ꎮ 令误差平方和为 Ｊꎬ表达式为

Ｊ ＝ ∑
ｔＮ

ｔ ＝ ｔ１

δ( ｔ) － ｘｒｅａｌ( ｔ)[ ] ２

ｘｒｅａｌ( ｔ) ＝ Ｒｅ ｘ( ｔ) ＝ ∑Ａｉｃｏｓ(２πｆｉ ｔ ＋ φ ｉ)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１９)
式中:ｘ( ｔ)为复指数信号ꎻδ( ｔ)为实信号ꎮ 所以 Ｊ 也

得用 ｘ( ｔ)的实部 ｘｒｅａｌ( ｔ)与 δ( ｔ)做运算ꎮ
由此可知

Ｊ ＝ Ｊ ａ１ａ２􀆺ａＭꎬｂ１ｂ２􀆺ｂＭꎬｃ１ｃ２􀆺ｃＭ( )

　 　 根据最小二乘法的原理[１４]ꎬ当 Ｊ 最小时的参数

(ａ１ａ２􀆺ａＭꎬｂ１ｂ２􀆺ｂＭꎬｃ１ｃ２􀆺ｃＭ)即所求值ꎮ 根据多

元微分法ꎬ当 Ｊ 在各参数上的偏导数为 ０ 时可以取

到最小值ꎮ
由式(１７)—式(１９)可得式(２０)ꎮ

∂Ｊ
∂ａｋ

＝ ∑
ｔ(Ｎ)

ｔ ＝ ｔ(１)
２[ δ( ｔ) － ｘｒｅａｌ( ｔ)]􀅰[∑

ｋ－１

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｂｉ ｔ ＋ ｃｉ) ＋

ｃｏｓ(２πｂｋｔ ＋ ｃｋ) ＋∑
Ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
ａｉｃｏｓ(２πｂｉ ｔ ＋ ｃｉ) － ｘｒｅａｌ(ｔ)] ＝ ０

∂Ｊ
∂ｂｋ

＝ ∑
ｔ(Ｎ)

ｔ ＝ ｔ(１)
２[δ(ｔ) － ｘｒｅａｌ(ｔ)]􀅰[∑

ｋ－１

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｂｉ ｔ ＋ ｃｉ) －

ａｋｓｉｎ(２πｂｋｔ ＋ ｃｋ)２πｔ ＋∑
Ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
ａｉｃｏｓ(２πｂｉｔ ＋ ｃｉ) － ｘｒｅａｌ(ｔ)] ＝ ０

∂Ｊ
∂ｃｋ

＝ ∑
ｔ(Ｎ)

ｔ ＝ ｔ(１)
２[δ(ｔ) － ｘｒｅａｌ(ｔ)]􀅰[∑

ｋ－１

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｂｉ ｔ ＋ ｃｉ) －

ａｋｓｉｎ(２πｂｋｔ ＋ ｃｋ) ＋∑
Ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
ａｉｃｏｓ(２πｂｉｔ ＋ ｃｉ) － ｘｒｅａｌ(ｔ)] ＝ ０

(２０)
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且对 ｋ＝(１ꎬ２ꎬ......Ｍ)均成立ꎬ解这个线性方程组可

以得到 ３Ｍ 个参数的估计值ꎮ 但是这样直接求一个

３Ｍ 元方程组是极其复杂的ꎬ因此需要简化ꎮ 由于

ａｐＦＦＴ 方法对于频率已经有了很高的检测精确度ꎬ
所以拟合函数 δ ( ｔ) 中的参数 ｂｉ 可以直接使用

ａｐＦＦＴ 方法求出的频率值ꎬ记为 ｆ ｉꎬ即 ｂ ｉ ＝ ｆ ｉ ꎮ 这

样 Ｊ＝ Ｊ(ａ１ ａ２􀆺ａＭꎬｃ１ ｃ２􀆺ｃＭ)就仅仅是 ａｉ 和 ｃｉ 的函

数ꎮ 考虑到 ａｐＦＦＴ 方法在噪声下对幅值和相位的检测

相对误差不会超过 ５％ꎬ所以设置不等式约束条件为

０.９５Ａｉ < ａｉ < １.０５Ａｉ

０.９５φ ｉ < ｃｉ < １.０５φ ｉ
{ (２１)

式中ꎬＡｉ 和 φｉ 分别为直接使用 ａｐＦＦＴ 方法求出的幅

值和相位值ꎮ 拟合函数 δ( ｔ)可以表示为线性形式ꎮ

δ( ｔ) ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
(ａｈｉｃｏｓ ２πｆｉ ｔ ＋ ｂｈｉｓｉｎ ２π ｆｉ ｔ) (２２)

式中ꎬａｈｉ ＝ａｉｃｏｓ ｃｉꎬｂｈｉ ＝ －ａｉｓｉｎ ｃｉꎬ也可以写为矩阵形

式ꎬ如式(２３)所示ꎮ
Ｘ ＝ ＦＩ

　 　 　 Ｘ ＝ δ( ｔ１) δ( ｔ２) 􀆺 δ( ｔＮ)[ ] Ｔ

　 　 Ｉ ＝ ａｈ１ｂｈ１ ａｈ２ｂｈ２ 􀆺 ａｈＭｂｈＭ[ ] Ｔ

Ｆ ＝

ｃｏｓ ２πｂ１ ｔ１ ｓｉｎ ２πｂ１ ｔ１ 􀆺 ｓｉｎ ２πｂＭ ｔ１
ｃｏｓ ２πｂ１ ｔ２ ｓｉｎ ２πｂ１ ｔ２ 􀆺 ｓｉｎ ２πｂＭ ｔ２

⋮
ｃｏｓ ２πｂ１ ｔＮ ｓｉｎ ２πｂ１ ｔＮ 􀆺 ｓｉｎ ２πｂＭ ｔＮ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(２３)
式中: Ｘ为 Ｎ × １ 维矩阵ꎻＩ为 ２Ｍ × １ 维矩阵ꎻＦ为

Ｎ × ２Ｍ 维矩阵ꎻｔ１ 至 ｔＮ 表示 Ｎ 点的离散采样时间

序列ꎮ
由最小二乘法的线性法则对 Ｉ 进行预估有

Ｉ ＝ (ＦＴ Ｆ) －１ Ｆ ＴＸ (２４)
由式(２２)和式(２３)可得

ａｉ ＝ ａ２
ｈｉ ＋ ｂ２

ｈｉ

ｃｉ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｂｈｉ

ａｈｉ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２５)

当满足约束条件式(２１)时ꎬａｉ 和 ｃｉ即为最终所

得的幅值和相位值ꎮ
不过直接进行带约束条件的拟合很容易造成

“过拟合”现象[１５]ꎮ 过拟合的定义为:所得到的拟合

函数能在训练数据集上获得最佳拟合ꎬ却在训练数

据集外无法很好地拟合数据ꎮ 造成过拟合现象的原

因主要有:

１)样本量太少ꎻ
２)样本噪声干扰过大ꎻ
３)假设的数学模型不合理ꎬ或者模型无法实际

存在ꎻ
４)模型过于复杂ꎬ或者约束条件过于严苛ꎮ
对于多频率信号ꎬ其数学模型是很简明的ꎬ经过

密集谱判定后得到的模型也是符合实际的ꎬ因此在

足够样本量以及噪声干扰不过于强烈的情况下ꎬ可
以从约束条件方面对拟合法进行改善ꎮ
　 　 先只对 ａｉ 设置约束ꎬ对 ｃｉ 不设置约束ꎬｂｉ 仍然

直接使用求出的频率值 ｆｉꎬ即

ｍｉｎ Ｊ ＝ ∑
ｔＮ

ｔ ＝ ｔ１
∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｆｉ ｔ ＋ ｃｉ) － ｘｒｅａｌ( ｔ)[ ]

２

０.９５Ａｉ < ａｉ < １.０５Ａｉ

ì

î

í
ïï

ïï

(２６)

求出(ａ１ａ２􀆺ａＭ)即为校正后的幅值ꎬ然后再单独对

ｃｉ 设置约束并进行拟合ꎮ

ｍｉｎ Ｊ ＝ ∑
ｔＮ

ｔ ＝ ｔ１
∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｆｉ ｔ ＋ ｃｉ) － ｘｒｅａｌ( ｔ)[ ]

２

０.９５φ ｉ < ｃｉ < １.０５φ ｉ

ì

î

í
ïï

ïï

(２７)

求出(ｃ１ｃ２􀆺ｃＭ)即为校正后的相位值ꎮ

３　 算法仿真及结果比较

３.１　 对密集谱判定以及拟合方法有效性的仿真验证

仿真信号采用的模型为

ｘ ｎ( ) ＝ ∑
７

ｉ ＝ １
Ａｉｅｊ(２π

ｆｉ
ｆｓ
ｎ＋φ ｉ) (２８)

式中:Ａｉ 为信号幅值ꎻｆｉ 为信号频率ꎻφｉ 为信号初相位ꎮ
各信号分量具体参数见表格 １ꎬ其中 ｎ ＝ ０ꎬ􀆺ꎬＮ－１ꎬ采
样频率 ｆｓ ＝ ５１２０ Ｈｚꎮ 根据 ＩＥＣ 检测标准ꎬ应当使频

率分辨率为 ５ Ｈｚꎬ因此 Ｎ ＝ １０２４ꎮ 为了得到全相位

谱ꎬ实际检测中需要保留采样数据 ｘ(０)的前 Ｎ－１ 项

用于全相位预处理ꎮ
　 　 信号的全相位幅值和相位谱如图 ３ 所示ꎮ 由图 ３
可以初步确定峰值谱线 ｋｐ ＝ ５ １０ １３ ２０[ ] ꎬ谱线 ９、
１１、１９ 存疑ꎻ观察相位谱图可以发现 ｋ 为 ９、 １１、１９
处所对应的相位谱与邻近的相位谱值相差较大ꎬ即
不具备“平坦性”ꎻ因此可以判断为密集谱ꎬ即峰值
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表 １　 信号各分量参数

谐波类别 频率 / Ｈｚ 幅值 / Ｖ 相位 / ( °)

谐波
５０.５ １００ ３０
１０１ ４４ ７０

间谐波

２６ ５ １０
４８ ７ ２０
５３ ２ ４０
６６ ３ ５０
９３ ５ ６０

图 ３　 信号 ｘ(ｎ)的全相位幅值谱和相位谱

谱线 ｋｐ ＝ ５ ９ １０ １１ １３ １９ ２０[ ] 共 ７ 条ꎮ 先根据 ａｐＦＦＴ
常规办法求出频率 ｆｉ、幅值 Ａｉ、相位 φｉꎻ频率值不需要

校正ꎬ令拟合函数为 δ ｔ( ) ＝ ∑
７

ｉ ＝ １
ａｉｃｏｓ(２πｆｉ ｔ ＋ ｃｉ) ꎬ拟

合约束为
０.９５Ａｉ<ａｉ<１.０５Ａｉ

０.９５φｉ<ｃｉ<１.０５φｉ
{ ꎮ 比较 ３ 种不同的拟合

方式ꎬ分别为:
　 　 １)同时对 ａｉ 和 ｃｉ 进行约束并求出拟合结果 ａ′ｉ、ｃ′ｉꎮ

２)先只约束 ａｉꎬ即
０.９５Ａｉ<ａｉ<１.０５Ａｉ

ｃｉ∈Ｒ{ ꎬ求出拟合

结果 ａ′ｉꎻ然后ꎬ再代入 ａ′ｉ以及对 ｃｉ 的约束进行二次

拟合求解ꎬ即
ａｉ ＝ａ′ｉ
０.９５φｉ<ｃｉ<１.０５φｉ

{ ꎬ求出拟合结果 ｃ′ｉꎻ

３)先只约束 ａｉꎬ即
０.９５Ａｉ<ａｉ<１.０５Ａｉ

ｃｉ∈Ｒ{ ꎬ求出拟合

结果 ａ′ｉꎻ然后ꎬ不代入求出的 ａ′ｉꎬ只对 ｃｉ 进行约束求

解ꎬ即
ａｉ∈Ｒ
０.９５φｉ<ｃｉ<１.０５φｉ

{ ꎬ求出拟合结果 ｃ′ｉꎮ

３ 种拟合方式的相对误差比较结果如图 ４ 所

示ꎮ 由于 ３ 种拟合方式均固定频率取值ꎬ因此只观

察幅值和相位检测结果的不同ꎮ
　 　 通过对比可以发现:方式 １ 无论对任何一个分

量的检测准确度都不如另外两种方式ꎻ３ 种方式均

对谐波的检测有较高精度ꎬ这是因为谐波幅值较大ꎻ
对于幅值较小的间谐波成分ꎬ方式 ３ 的检测效果最

好ꎬ这是因为最小二乘法拟合在实际应用中经常会

出现“过拟合”的现象ꎬ方式 １ 的约束条件过于严苛

反而增大了误差ꎬ方式 ２ 虽然对幅值的检测误差较

小ꎬ带入幅值的校正值会导致误差积累从而影响对

相位值的校正ꎬ方式 ３ 在拟合过程中分别放宽了对

相位和幅值的约束ꎬ从而有较高的准确度ꎮ 因此采

用效果最好的方式 ３ 作为最佳约束拟合方法对

ａｐＦＦＴ 检测后的参数进行校正ꎮ

图 ４　 固定频率的幅值和相位相对误差

３.２　 不同检测方法的结果仿真对比

继续使用式(２８)所示信号ꎬ下列各表分别在不

添加噪声和信噪比 ＳＮＲ＝ ２０ ｄＢ 的情况下用 ４ 种算

法对该信号进行间谐波参数估计并得到相对误差ꎬ
表 ６ 中的 １０－１２是处于同一数量级的相对误差的简

写ꎮ 其中方法 １ 为普通全相位法[１６]ꎬ方法 ２ 为三谱

线插值法[１７]ꎬ方法 ３ 为谱线方程组法[１８]ꎬ方法 ４ 为

所提方法ꎬ即基于 ａｐＦＦＴ 的约束拟合法ꎮ
表 ２　 间谐波频率检测相对误差对比(不添加噪声)

频率 / Ｈｚ 方法 １ 方法 ２ 方法 ３ 方法 ４

２６ ０.０００ ６ ０.０５９ ３ ０.０１０ ９ ０.０００ ６

４８ ０.００１ ４ ０.０１６ ９ ０.００７ ７ ０.００１ ４

５３ ０.００３ ４ ０.０１４ ９ ０.００８ ５ ０.００３ ４

６６ ０.００１ ９ ０.０１７ ３ ０.０１７ １ ０.００１ ９

９３ ０.００２ ０ ０.００３ ６ ０.００２ ３ ０.００２ ０
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表 ３　 间谐波频率检测相对误差对比(ＳＮＲ＝ ２０ ｄＢ)

频率 / Ｈｚ 方法 １ 方法 ２ 方法 ３ 方法 ４

２６ ０.０００ ４ ０.０５９ ５ ０.０３０ １ ０.０００ ４

４８ ０.００１ ７ ０.０１７ ６ ０.０１４ ２ ０.００１ ７

５３ ０.００６ ７ ０.０１５ ７ ０.０１２ ７ ０.００６ ７

６６ ０.００２ ７ ０.０２４ ５ ０.０１４ ６ ０.００２ ７

９３ ０.００３ ５ ０.００６ ９ ０.００２ ９ ０.００３ ５

表 ４　 间谐波幅值检测相对误差对比(不添加噪声)

幅值 / Ｖ 方法 １ 方法 ２ 方法 ３ 方法 ４

５ ０.００６ ０ ０.０４８ ５ ０.０２２ １ ０.００３ ６

７ ０.００３ ６ ０.０２１ ３ ０.０２１ ０ ０.００３ ０

２ ０.０１１ １ ０.０５３ １ ０.０１１ １ ０.０１０ ５

３ ０.０２１ ２ ０.２５４ ８ ０.０１９ ０ ０.００７ ２

５ ０.０１８ １ ０.０１９ ７ ０.０１０ ７ ０.００５ ２

表 ５　 间谐波幅值检测相对误差对比(ＳＮＲ＝ ２０ ｄＢ)

幅值 / Ｖ 方法 １ 方法 ２ 方法 ３ 方法 ４

５ ０.００９ １ ０.０５７ ８ ０.０２９ １ ０.００７ ４

７ ０.０１３ ８ ０.０３２ ０ ０.０２８ ３ ０.００２ ７

２ ０.０２２ ２ ０.０４７ ３ ０.０１４ １ ０.００９ ６

３ ０.０２７ ４ ０.２５４ ４ ０.０３１ ４ ０.００２ ６

５ ０.０１０ ２ ０.０２９ ２ ０.０１８ ０ ０.００３ ０

表 ６　 间谐波相位检测相对误差对比(不添加噪声)

相位 / ( °) 方法 １ 方法 ２ 方法 ３ 方法 ４

１０ １０－１２ ０.０３７ ３ ０.０１２ ０ ０.００１ ５

２０ １０－１２ ０.０４６ ４ ０.０１７ ３ ０.００９ ５

４０ １０－１２ ０.０２６ ３ ０.０１６ ９ ０.００７ ２

５０ １０－１２ ０.０１４ ５ ０.０２５ １ ０.００５ ４

６０ １０－１２ ０.０３０ ４ ０.０１２ ４ ０.００２ ５

表 ７　 间谐波相位检测相对误差对比(ＳＮＲ＝ ２０ ｄＢ)

相位 / ( °) 方法 １ 方法 ２ 方法 ３ 方法 ４

１０ ０.００２ ２ ０.０３６ ５ ０.０２４ ８ ０.００５ ２

２０ ０.０１５ ３ ０.０５０ ３ ０.０１８ ７ ０.００７ ５

４０ ０.０１０ ４ ０.０４８ ９ ０.０２３ ７ ０.００７ ９

５０ ０.０１７ ５ ０.０３１ ５ ０.０２１ ２ ０.００７ ４

６０ ０.０１０ ５ ０.０３８ ２ ０.０１６ ２ ０.００５ ９

　 　 通过表 ２—表 ７ 的对比可以发现:在无噪声情

况下ꎬ方法 １ 对频率、幅值和相位的检测精度均显著

高于方法 ２ 和方法 ３ꎬ但是对幅值和相位的检测受

噪声影响很大ꎻ方法 ４ 在传统 ａｐＦＦＴ 方法基础上进

行校正ꎬ克服了噪声对检测精度的影响ꎬ当信噪比为

２０ ｄＢ 时ꎬ与方法 ２ 相比ꎬ所提算法对信号幅值和相

位的检测相对误差均提升了 １ ~ ２ 个数量级左右ꎮ

这说明ꎬ相较于传统的 ＦＦＴ 谱线法ꎬａｐＦＦＴ 通过抑制

频谱泄露从而提升了对信号参数的检测精度ꎻ另一

方面表明在 ａｐＦＦＴ 基础上进行的幅值与相位的校

正是有效的ꎮ

３.３　 不同强度白噪声对检测结果的影响

实际中的信号几乎都含有一定的噪声ꎬ因此算法

的抗噪性也十分重要ꎬ以幅值为 ２ 的间谐波为例ꎬ通

过对式(２８)所示信号模型添加不同信噪比高斯白噪

声进行仿真实验对比ꎬ结果如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 不同信噪比白噪声检测参数的误差

　 　 由图 ５ 可知:随着白噪声强度的增加ꎬ所提算法

对于频率值检测的相对误差始终在小范围内波动ꎻ

对于幅值和相位检测的相对误差波动大于频率检测

的相对误差波动ꎮ 在信噪比低于 ２０ ｄＢ 的情况下ꎬ

所提算法对频率的检测精度比对幅值和相位的检测
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精度高很多ꎻ当信噪比大于 ３０ ｄＢꎬ３ 个参数的检测

误差才基本上稳定在一个水平ꎮ 但此算法相较于其

他 ３ 种算法的检测精度依然是最高的ꎬ尤其是抗噪

性更加出众ꎬ即使在噪声较强的情况下ꎬ所提算法依

然能将相对误差控制在较低水平ꎬ检测精度优于其

他 ３ 种算法ꎮ

４　 结　 论

当信号中的间谐波邻近基波或者某次谐波时ꎬ
频谱泄露所带来的主瓣干扰会严重影响间谐波的检

测精度和对密集谱的判断ꎮ 传统的 ａｐＦＦＴ 虽然可

以有效抑制频谱泄露、减少主瓣干扰ꎬ但其抗噪性不

足且对幅值的检测精度不高ꎮ 因此上面先使用

ａｐＦＦＴ 对间谐波参数进行检测ꎬ在此基础上使用带

不等式约束的最小二乘法对间谐波参数进行校正ꎮ
通过仿真分析证明ꎬ所提算法能够有效判断密集谱

的存在ꎬ并且检测结果精度更高、抗噪性更强ꎮ 不过

拟合算法对于频率分量较多的信号运算量会比较

大ꎬ这一点不利于实时检测ꎬ需要进一步改进ꎮ
虽然上面使用约束拟合算法对 ａｐＦＦＴ 检测结

果进行了校正ꎬ并比较了不同约束拟合方式结果的

准确性ꎬ但是约束拟合方式很多ꎬ所研究的只是最具

代表性的 ３ 种方式ꎬ不同的拟合方式会带来不同的

结果ꎬ这一点值得深入研究ꎮ
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