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摘　要：提出了一种处理电力系统中随机谐波矢量 （电压和电流 ）求和问题的新方法。用随机矢量 Ｘ－Ｙ分量的各阶
矩求和代替随机矢量求和运算�再用矩量平方换算给出矢量和的2ｎ阶矩。由最大熵原理仅需要矢量和的4阶矩就能
很好地得到逼近求和概率密度函数ｐｄｆ（ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ）。这种方法求和时不需要各个随机矢量在相位上
具有0～2π的概率分布�使用统计样本较少。最后对2个谐波电流矢量幅值的近似ｐｄｆ和由实测值统计得到的ｐｄｆ进
行对比�证明了该方法的有效性。
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　　近年来�由于半导体、电弧和电磁等类型的大量
非线性负荷在民用、工业和商业中的广泛应用�使得
电力系统配电网和输变电系统中产生了大量的谐波

电流和谐波电压�给系统和用户造成了极大的危害。
ＩＥＣ（国际电工委员会 ）和国标都提出了以谐波的
95％超值概率值 （即超过95％概率值谐波电压或电
流的大小 ）作为谐波估计标准。

谐波源具有时变特征�因此普遍采用概率统计的
方法来对其产生的谐波电流或相应的谐波电压进行

分析和估计。为了计算谐波的95％超值概率值�首
先要求获得谐波分布的概率密度函数。传统采用
Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ方法计算概率密度函数 ［2］�但计算量
大�计算所耗时间长。文献 ［3］总结了电力系统中常
见的3种计算概率密度函数的方法�包括 Ｇｒａｍ －
Ｃｈａｒｌｉｅｒ（或者 Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ）级数法、Ｐｅａｒｓｏｎ法和 Ｊｏｈｎ-
ｓｏｎ法。Ｇｒａｍ－Ｃｈａｒｌｉｅｒ级数法假定分布是近似的正
态分布�Ｐｅａｒｓｏｎ法 ［4］要求以一种特别的概率密度函
数为基础�分布函数满足某一特定的微分形式�而
Ｊｏｈｎｓｏｎ法中�将给定的概率密度函数转换成另一种
熟悉的形式�不同的转换函数可能带来不同的误差�
转换函数的最优选择还有待进一步探讨。因此�它们
在计算谐波分布概率密度函数和谐波的95％超值概
率值时都还存在着一定的局限性。

电力系统不可能在所有节点位置安装谐波检测

装置�通常对未测节点用随机矢量求和的方法进行评
估�所以就提出了多谐波源求和问题。目前已做了一
些涉及随机求和问题的研究工作。如文献 ［5］提出
的随机变量求和方法以累积量法为基础采用高阶正

交多项式逼近等效负荷曲线；文献 ［6］提出了随机相
位概率分析法�将具有 ［0�2π］分布的随机矢量求和
问题转化为随机变量求和问题；文献 ［7］使用
Ｌａｇｕｅｒｒｅ正交多项式逼近求和概率密度�通过随机矢
量幅值和的高阶 （原点 ）矩给出多项式系数�但只局
限于求解具有 ［0�2π］分布的随机矢量求和问题。现
场测量结果证实大多数非线性负荷产生频次低于11
次的谐波�且一般不具有 ［0�2π］分布�表现为小于
2π的扇形分布或椭圆分布。对于相位分布小于2π
的随机矢量求和问题�可采用 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ模拟
法 ［6］或Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式法 ［9～11］。前者要求已知概率
分布特征和大量的统计样本�但用计算机产生的伪随
机数只能模拟特定的概率密度函数；后者主要考虑多
项式只能展开有限项的截断误差和递推计算高阶矩

带来的误差。
下面将利用最大熵原理拟合概率密度函数的特

点�用样本较低次阶 （原点 ）矩 （4阶 ）计算拉格朗日
乘子；通过多随机矢量的 Ｘ、Ｙ正交分量的各阶矩求
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和过程得到和矢量幅值 （简称和值 ）的各阶矩�从而
得到以最大熵方法为基础的和值概率密度函数�进而
获得相应的95％超值概率值。

1　基于最大熵原理概率密度函数确定
1．1　信息量和信息熵的概念

1948年�Ｃ．Ｅ．Ｓｈａｎｎｏｎ首次提出了信息熵的概
念�把熵作为一个随机事件的不确定性或信息量的量
度 。设Ｘ是一随机独立变量 �它的概率密度函数为
ｐ（ｘ）�定义Ｉ（ｘ）为单位幅值上的信息量。即

Ｉ（ｘ） ＝ｌｎ 1
ｐ（ｘ） ＝－ｌｎｐ（ｘ） （1）

　　它是随机变量 Ｘ取值不确定性的量度�是另一
种简单的概率量度。

熵的定义为：
Ｈ（ｘ） ＝－∫

Ｒ

ｐ（ｘ）ｌｎｐ（ｘ）ｄｘ （2）
　　它是随机变量不确定性的量度�或者说是平均信
息量。也就是说在可能的不确定性区间中�不确定性
越大�其熵越大。
1．2　最大熵概率估计基本公式

1957年�Ｅ．Ｔ．Ｊａｙｎｅｓ提出了最大熵原理 ［12］

（Ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｅｎｔｒｏｐｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅ�简称 ＭＥＰ）：最少为
偏见的概率分布是这样一种分布�它使熵在已知信息
的附加约束条件下达到最大化。可以简洁地理解为
利用最大熵原理得到的概率分布是最无序的、最随
机、含主观成分最少的概率分布。这个原理在数学上
可表达为：

ｍａｘＨ（ｘ） ＝－∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｌｎｐ（ｘ）ｄｘ （3）
　　约束条件：

∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｄｘ＝1 （4）

∫
Ｒ

ｘｉｐ（ｘ）ｄｘ＝ｍｉ　　 （ｉ＝1�2�3�4） （5）
　　式中：Ｈ（ｘ）是随机变量ｘ的熵；ｐ（ｘ）是随机变量
的概率密度函数；ｍｉ为随机变量的第ｉ阶原点矩：Ｒ
为积分区间。

为了使随机变量的熵Ｈ（ｘ）在满足式 （4） 、（5）
的条件下取得最大值�特构造了如下所示的拉格朗日
方程：

Ｈ＝Ｈ（ｘ） ＋（λ0＋1） ［∫
Ｒ

ｐ（ｘ）ｄｘ－1］

＋Σ
ｍ

ｉ＝1λｉ［∫
Ｒ

ｘｉｐ（ｘ）ｄｘ－ｍｉ］ （6）
式中�λ0、λ1、λ2�… λＮ�是拉格朗日乘子。

当满足
●Ｈ
●ｐｉ
＝0时�可以得到：
ｐ（ｘ） ＝ｅｘｐ（λ0＋Σ

ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ） （7）

　　这就是最大熵概率密度函数的表达式。
通过建立求解ｍ＋1个关于λ的方程组后�代入

式 （7）就可以得到随机变量的概率值了。
将式 （7）代入式 （4）有
∫
Ｒ

ｅｘｐ（λ0＋Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ＝1 （8）

　　整理后有

ｅ－λ0 ＝∫
Ｒ

ｅｘｐ（Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ （9）

λ0 ＝－ｌｎ∫
Ｒ

ｅｘｐ（Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ （10）

　　将式 （9）对λｉ微分�有
●λ0
●λｉ

＝－∫
Ｒ

ｘｉｅｘｐ（λ0＋Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ＝－ｍｉ （11）

　　将式 （10）对λｉ微分可得

●λ0
●λｉ

＝－
∫
Ｒ

ｘｉｅｘｐ（Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ

∫
Ｒ

ｅｘｐ（Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ

（12）

　　由式 （11）和式 （12）可得

ｍｉ＝
∫
Ｒ

ｘｉｅｘｐ（Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ

∫
Ｒ

ｅｘｐ（Σ
ｍ

ｉ＝1λｉｘ
ｉ）ｄｘ

（13）

　　通过式 （13）可建立求解 λ1�…�λｍ的 ｍ个方程
组�求出λ1�…�λｍ后�可根据式 （10）求出λ0。

由式 （7）、（10）、（13）可见�拉格朗日乘子可由随
机变量ｎ阶矩 （一般用4阶就可作出很好的密度函
数 ）和积分变量上下界值确定�ｎ阶矩可现场谐波测
量得到�因此可用于描述随机谐波的概率密度函数。

2　随机矢量和高阶矩的求取
Ｆ由各谐波源实测数据�计算各谐波源处样本的

各阶矩�由各谐波源实测数据 （即随机矢量 ）Ｘ、Ｙ分
量的高阶矩求和代替随机矢量求和运算�再用矩量平
方换算给出矢量和 （所求母线处 ）的2ｎ阶矩�使用递推
算法估计测量统计值各分量的ｎ阶矩�其推导过程如
下：
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图2　电弧炉谐波电流和的概率密度函数

Ａ
·

Ｔ ＝Σ
ｎ

ｉ＝1Ａｉｃｏｓθｉ＋ｊΣ
ｎ

ｉ＝1Ａｉｓｉｎθｉ＝Σ
ｎ

ｉ＝1Ｘｉ＋ｊΣ
ｎ

ｉ＝1Ｙｉ （14）
式中�Ａ·Ｔ为 ｎ个随机矢量 Ａ·ｉ（ｉ＝1�…�ｎ）的

和；Ａｉ、θｉ分别为Ａ·ｉ的幅值和相角；Ｘｉ、Ｙｉ分别为 Ａ·ｉ的
Ｘ、Ｙ分量。由式 （14）可进一步推导出

ＸＴ ＝Σ
ｎ

ｉ＝1Ｘｉ

ＹＴ ＝Σ
ｎ

ｉ＝1Ｙｉ

Ａ2Ｔ ＝Ｘ2Ｔ＋Ｙ2Ｔ （15）
　　式中�ＸＴ、ＹＴ分别是和值ＡＴ的Ｘ、Ｙ分量。考虑到
各分量相互独立�因此有

ｖ（1）ＸＴ ＝Ｅ（Σ
ｎ

ｉ＝1Ｘｉ） ＝Σ
ｎ

ｉ＝1ｖ
（1）
Ｘｉ （16）

ｖ（2ｋ）ＸＴ ＝Ｅ（Σ
ｎ

ｉ＝1Ｘ
2ｋ
ｉ ） （17）

　　式中�ｖ（1）ＸＴ、ｖ（1）Ｘｉ分别为ＸＴ和Ｘｉ的1阶矩；ｖ（2ｋ）ＸＴ 为

ＸＴ的2ｋ阶矩�它可由式 （18）递推得到
μ（2ｋ）Ｘｍ＋1 ＝μ

（2ｋ）
Ｘｍ ＋Σ

2ｋ
ｊ＝1Ｃ

ｊ
2ｋμ（2ｋ－ｊ）Ｘｍ ｖｊＸｍ＋1 （18）

　　式中�Ｃｊ2ｋ＝ 2ｋ
（2ｋ－ｊ）ｊ是二项式系数；μ

（2ｋ）
Ｘｍ＋1为前

ｍ＋1个Ｘ分量和的2ｋ阶矩；ｖｊｍ＋1为第ｍ＋1个Ｘ分
量的ｊ阶矩。同理可推导出Ｙ分量的 μ（2ｋ）Ｙｍ＋1和 ｖ

ｊ
Ｙｍ＋1�

进而得到

ｖ（2）ＡＴ ＝ｖ
（2）
ＸＴ ＋ｖ

（2）
ＹＴ （19）

ｖ（2ｋ）ＡＴ ＝ｖ（2ｋ）ＸＴ ＋Σ
ｋ

ｊ＝1Ｃ
ｊ
ｋｖ
（2ｋ－2ｊ）
ＸＴ ｖ（2ｊ）ＹＴ （20）

　　求得矢量和的各阶矩�由此可算得 λ1�…�λｍ及
λ0�最后得到谐波电压或者电流的概率分布函数。

全部计算过程如下：①由各谐波源实测数据计算
各阶矩；②由式 （18）求矢量和在 Ｘ－Ｙ分量的2ｋ阶
矩�由式 （19）和式 （20）合成矢量和幅值的2ｋ阶矩；
③由式 （10）、（13）求拉格朗日乘子；④由式 （7）得到
矢量和 （幅值平方 ）的ｐｄｆ；⑤由得到的ｐｄｆ计算95％
概率值。

图1　电弧炉供电系统简图

3　实测数据的应用分析
对在某电网内110ｋＶ节点处所测数据进行分

析�电弧炉供电系统简图如图1所示。Ｍ点母线带有
2台20ｔ的电弧炉�分别工作时用ＴＯＰＳ1000电能质
量监测仪采自变压器110ｋＶ高压侧�采用3ｓ均方值
每ｍｉｎ整理成一个数据�1ｄ内得到1440个数据作
为计算样本 （各谐波电流值为相对基波电流的百分
值：谐波电流＝谐波电流值／基波电流值×100％ ）�
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表1　电弧炉谐波电流和的95％概率值
谐波次数 最大熵估计值 Ｌａｇｕｅｒｒｅ估计值 实测值 最大熵相对误差 （％ ） Ｌａｇｕｅｒｒｅ相对误差 （％ ）
3次 21．565 21．98 19．605 9．997 12．114
5次 36．347 34．139 35．923 1．180 4．966
11次 8．095 8．2564 7．5832 6．749 8．878
13次 6．4549 6．8316 6．2851 2．702 8．695

平均误差 （％ ） 5．157 8．6633
电流单位：基波电流的百分比

表2　电弧炉谐波电流和的99％概率值
谐波次数 最大熵估计值 Ｌａｇｕｅｒｒｅ估计值 实测值 最大熵相对误差 （％ ） Ｌａｇｕｅｒｒｅ相对误差 （％ ）
3次 24．715 24．756 24．60 0．467 0．634
5次 43．53 42．346 45．355 4．024 6．634
11次 9．5001 10．20 9．091 4．500 12．199
13次 8．4501 8．9509 8．741 3．328 2．401

平均误差 （％ ） 3．0797 5．467
电流单位：基波电流的百分比
利用前述的方法求逼近两台电弧炉谐波电流和分布

的概率密度函数 （阶矩取到8阶 ）并作其曲线图�如
图2中规则实线所示�与按照文献 ［11］的方法以
Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式拟合概率密度函数 （阶数取到 20
阶 ）�如图2中规则虚线所示�并与实际测量值求和
统计得到的谐波电流分布曲线 （图2中不规则曲线 ）
进行比较�最后比较谐波电流的95％概率值和99％
概率值�并计算相对误差�如表1、表2所示。所分析
的谐波次数取3、5、11、13次。相对误差＝｜估计值－
真实值｜／真实值×100％。

由实例分析可以看出�由最大熵方法得到的逼近
曲线和由ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式得到的逼近曲线都很好地

拟合了谐波的实际分布。最大熵仅需样本4阶矩就
能得到很好的逼近曲线�可以避免矢量和高阶矩的递
推计算所带来的误差�同时避免ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式只能
展开有限项出现的截断误差。测量数据的样本矩与
利用积分公式直接积分得到的精确矩之间的误差�使
得最大熵逼近概率密度函数与实际分布函数有一定

差异。由以上计算结果可以看出最大熵方法得到的
逼近函数的95％概率值与实际的95％统计值的平均
相对误差仅为5．157％�比由ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式得到的
平均误差更小�因此�用此方法估计谐波的95％概率
值是有效的。

4　结　论
利用最大熵原理能拟合随机变量和随机矢量

（幅值 ）的 ｐｄｆ。用前述的方法只要求的各随机矢量

在Ｘ－Ｙ分量的4阶矩�就可以完成随机矢量求和计
算并给出ｐｄｆ�不要求随机矢量具有在0～2π的概率
分布。最后采用最大熵原理获得的随机矢量和幅值
的近似ｐｄｆ与2个实测值相加得到的ｐｄｆ进行对比�
证明该方法的有效性。谐波电流95％概率值产生误
差的原因�一方面是积分上下界值的选取不准确所带
来的误差�一方面是样本矩与精确矩存在一定误差�
各阶矩的精确计算还有待进一步探讨。同时�积分上
下界的准确选取还需要进一步研究。
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